D-MATH Grundstrukturen FS 2024
Dr. Fabian Ziltener

Musterlosung Serie 14

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (*) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufgaben zu
16sen.

0. (Haus vom Nikolaus, Eulerscher Kantenzug, Eulertour) Wir definieren

Vi={1,...,5}, E = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}, {3,5}, {4, 5} },
= Inklusion:E—>{{v,va,weV}, G:=(V,E, ).

Das Tripel G ist ein (ungerichteter) Graph. Siehe Abbildung 1.

5

Abbildung 1: Das Haus vom Nikolaus. Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Haus_vom_Nikolaus

Ziel des Ritsels Haus vom Nikolaus ist es, den Graphen G in einem Linienzug zu zeichnen,
ohne eine Strecke zweimal zu durchlaufen. Dabei ist es nicht erlaubt, im Kreuzpunkt in der
Mitte des Hauses die Richtung zu dndern. Das Ziel ist also, einen Eulerschen Kantenzug in
G zu finden.

(a) (=) Beweisen Sie, dass dieses Ritsel 1osbar ist.

Hinweis: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung (Charakterisierung Eulerscher
Graphen, Existenz eines Eulerschen Kantenzuges).

(b) (=) Losen Sie das Riitsel.

(¢) (#) Gibtesin G eine Eulertour?
Hinweis: Verwenden Sie den oben erwihnten Satz aus der Vorlesung.

(d) Sei G = (V, E, ) ein zusammenhingender Graph. Beweisen Sie, dass G genau dann
einen offenen Eulerschen Kantenzug besitzt, wenn genau zwei Knoten von GG ungera-
den Grad besitzen.

Bemerkung: Diese Teilaufgabe ist Teil des oben erwihnten Satzes aus der Vorlesung.

Losung: In der Vorlesung haben wir den folgenden Satz behandelt:

Satz 1 (Charakterisierung Eulerscher Graphen, Existenz eines Eulerschen Kantenzuges)
Sei G = (V, E, ) ein zusammenhdngender Graph.
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(i) Der Graph G ist genau dann Eulersch, wenn jeder Knoten von G geraden Grad besitzt.

(ii) Der Graph G besitzt genau dann einen offenen Eulerschen Kantenzug, wenn genau
zwei Knoten von G ungeraden Grad besitzen.

Bemerkung 2 Ein Graph G heisst Eulersch g. d. w. es eine Eulertour in G gibt.

(a) Unser Graph G besitzt genau zwei Knoten mit ungeradem Grad, namlich die Knoten 1
und 2. Gemdss Satz 1(ii) besitzt G daher einen offenen Eulerschen Kantenzug. Somit
ist das Ritsel Haus vom Nikolaus 16sbar.

(b) Losung:

Abbildung 2: Die in dieser Abbildung dargestellte Kantenfolge 1,2, ..., 8 ist ein Eulerscher Kan-
tenzug im Haus vom Nikolaus. Quelle: L. Halbeisen, Grundstrukturen, Skript zur Vorlesung, 2024,
ETH Ziirich, S. 42.

(¢) Nein, wegen Satz 1(i), da nicht jeder Knoten von GG geraden Grad besitzt.

(d) Die Losung zu dieser Aufgabe ist analog zum Beweis des Teils (i) des Satzes 1, welcher
in der Vorlesung behandelt wurde. (Falls es einen offenen Eulerschen Kantenzug gibt,
dann besitzen die Endknoten des Kantenzuges ungeraden Grad und die anderen Knoten
geraden Grad.)

1. (Graphentheorie, Handschlaglemma) Auf einem Fest schiitteln sich gewisse Géste die
Hinde. Zeigen Sie, dass die Anzahl Giste, die eine ungerade Anzahl Hénde schiitteln, gerade
ist.

Hinweise:

* Formulieren Sie diese Aufgabe als ein Graphenproblem um. (Das ist das Handschlaglemma.)

» Zeigen Sie, dass in jedem Graphen die Summe aller Grade gleich zweimal die Anzahl
Kanten ist.

Losung:

Proposition 3 (Handschlaglemma) Sei G = (V| E, ) ein Graph. Es gilt:

(i) ey degv = 2|E]
(ii) Die Anzahl Knoten in V' mit ungeradem Grad ist gerade.

Im Beweis dieser Proposition verwenden wir folgende Definition. Seien /, X Mengen und
X : I — X eine Abbildung. Wir schreiben X; := X (i).
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Definition 4 Wir definieren die disjunkte Vereinigung von X als die Menge

|_|X :=|_|Xi = U{<z,x>‘xeXZ} ={G,z)|ze X;, ieI}.

iel 1el
Beweis der Proposition 3: (i): Fall: GG besitzt keine Schlingen: Dann gilt
ple)l =2,  VeeE. (1)

Die Abbildung

fil H{eeBlveple)} = |ele),  f(v.e)) :=Le v,

veV eeF

ist wohldefiniert und bijektiv. Es gilt

Zdegvz 2 [{ee Elveple)}

veV veV
= U{eeE‘vegp(e)}
veV
= ||| ee) (da f eine Bijektion ist)
ecll

=|E|-2 (wegen (1)).

Im Fall, dass G Schlingen besitzt, folgt diese Gleichheit aus einem analogen Argument,
wobei wir verwenden, dass der Grad Schlingen doppelt zdhlt. Das beweist (i).

(>i1):
Bemerkung 5 (i) Die Summe einer ungeraden Anzahl ungerader Zahlen ist ungerade.

(1) Wenn die Summe ungerader Zahlen gerade ist, dann ist ihre Anzahl daher gerade. Das
folgt aus (i).

Es gilt

2 degv = Z degv — 2 degv.

veV': deg v ungerade veV veV: deg v gerade

Wegen (1) ist die rechte Seite gerade. Daher gilt dasselbe fiir die linke Seite. Aus Bemerkung
5(ii) folgt daher, dass die Anzahl der v € V' mit ungeradem Grad gerade ist. Das beweist (ii).

O

Wir definieren

V := {Gast}, E := {{v,w}|v,w e V : v und w schiitteln sich die Hénde},
= Inklusion:E—>{{v,w}!v,weV}, G:=(V,E, ).

Das ist ein schlichter Graph! . Gemiiss Proposition 3(ii) ist die Anzahl Knoten ungeraden
Grades gerade. Diese Knoten sind genau die Giste, die eine ungerade Anzahl Hinde schiit-
teln.

'd. h. schlingenfreier Graph ohne parallele Kanten



2.

(*) (modulare Arithmetik) Bestimmen Sie den Rest von 11126 beim Teilen durch 127.
Hinweis: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.

Losung:
Bemerkung 6 Fiir jede Primzahl p ist

op)=p—1.

Die Zahlen 1,2, ..., p — 1 sind ndmlich teilerfremd zu p, und p ist nicht teilerfremd zu p.

Die Primzahlen kleiner gleich V127 sind 2,3, 5,7, 11. Die Zahl 127 ist durch keine dieser
Zahlen teilbar. Daher ist 127 eine Primzahl. Gemiss Bemerkung 6 gilt daher p(127) =
127 — 1 = 126. Da n := 127 prim ist, sind @ := 111 und n teilerfremd. Geméiss dem Satz
von Euler gilt daher

a?™ =1 (modn), dh 111" =1 (mod 127).

Wenn wir 11126 durch 127 teilen, erhalten wir daher den Rest 1.

(*) (multiplikatives Inverses einer primen Restklasse, erweiterter euklidischer Algo-
rithmus, Lemma von Bézout) Sei n € w\{0}. Wir schreiben [a],, fiir die Restklasse von a
modulo n.

(a) Bestimmen Sie die multiplikativen Inversen von

Hinweise fiir [7];s:

* Verwenden Sie den euklidischen Algorithmus, um den grossten gemeinsamen Tei-
ler von 18 und 7 zu bestimmen.

* Der letzte interessante Schritt in diesem Algorithmus liefert 4 = 3 - 1 + 1, also
1 =4 —3- 1. Gehen Sie riickwirts durch Thre Rechnungen, um die fettgedruckten
Zahlen auf der rechten Seite umzuschreiben. Dadurch erhalten Sie Zahlen s, t € Z,
sodass 18s + 7t gleich dem grossten gemeinsamen Teiler von 18 und 7 ist.

Bemerkung: Diese beiden Punkte entsprechen dem erweiterten euklidischen Algorith-
mus.

(b) Wir schreiben Z fiir die Menge der primen Restklassen modulo n. In der Vorlesung

haben wir im Beweis des Satz von Euler (Zahlentheorie) verwendet, dass (Z,, [ )

eine Gruppe ist. Die Existenz eines multiplikativen Inversen zu jedem Element von Z.;
basiert auf dem folgenden Satz. Seien a, b € Z, sodass a # 0 oder b # 0.

Satz 7 (Lemma von Bézout) FEs gibt Zahlen s,t € Z, sodass

as + bt = ggT(a,b) = grosster gemeinsamer Teiler von a und b.

Beweisen Sie diesen Satz!

Hinweis: Verwenden Sie die Methode, mit der Sie das multiplikative Inverse von [7]s
berechnet haben.



Losung:

(a)

(b)

Fir A := B :=[2]3 gilt A 3 B = [2]3 '3 [2]3 = [2- 2]3 = [1]3. Daher ist B = [2]5 das
multiplikative Inverse von A = [2]s.
Es gilt [2]5 -5 [3]5 = [2 - 3]5 = [1]5. Daher ist [3]5 das multiplikative Inverse von [2]5.
Der euklidische Algorithmus liefert

18=7-2+4
7=4-1+3
4=3-1+1
3=1-3+0

(Es folgt, dass 1 der grosste gemeinsame Teiler von 18 und 7 ist.) Indem wir unsere
Rechnungen riickwirts verfolgen, erhalten wir

1=4-3-1
=4-(7-4-1)-1
=7(-1)+4(1+1)
=7(-1)+ (18 =7-2) -2
=182+ 7-(-5).

Daher gilt 187 - (=5) — 1, also [7]1s[—5]1s = [7- (—5)]is = [1]1s- Also ist [—5];s das
multiplikativ Inverse zu [7];s.

Bemerkung 8 Wir konnen dieses Inverse auch als [13];5 = [—5];s schreiben. All-
gemein konnen wir jede Restklasse A modulo n als A = [r], mitr € {0,...,n — 1}
schreiben.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gilt b # 0. Wir schreiben ay := a, a; := b. Aus
Division mit Rest (siehe Vorlesung) und Induktion folgt, dass es eine Zahl k € w\{0}
und Zahlen as, . .., ax+1,q1, - - ., qx € 7 gibt, sodass

;-1 = a;G; + Qiy1, Vie{l,... k}, a # 0, ag+1 = 0. ()

Bemerkung 9 Der euklidische Algorithmus ist die rekursive Konstruktion dieser Zah-
len.

Mittels Induktion folgt, dass ay|a;, fir jedes i =k, ..., 0, also ax|ag = a,a; = b. Sei d
ein gemeinsamer Teiler von a = ag und b = a,. Mittels Induktion folgt, dass d|a;, fiir
jedes i = 0,...,k, also d|ay. Es folgt, dass a; der grosste gemeinsamer Teiler von a
und b ist.

Mit einer ganzzahligen Linearkombination zweier Zahlen m,n € 7, meinen wir ei-
ne Zahl der Form ms + nt mit 5,t € Z. Sei j = k,...,2. Gemiss (2) gilt a; =
aj—1(—qj—1) + aj_o - 1. Also ist a; eine ganzzahlige Linearkombination von a;_; und
a;—o. Mittels Induktion folgt daraus, dass a;, eine ganzzahlige Linearkombination von
a; = bund ag = a ist. Da a;, der grosste gemeinsamer Teiler von a und b ist, folgt die
Aussage des Satzes 7 (Lemma von Bézout).

Bemerkung 10 Der erweiterte euklidische Algorithmus ist der euklidische Algorith-
mus zusammen mit der rekursiven Konstruktion der Koeffizienten der Darstellung von
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4.

ay, als Linearkombination von a;_; und a;_», die sich aus obigem Induktionsargument
ergibt. Ein Beispiel fiir den erweiterten euklidischen Algorithmus ist unsere Berech-
nung des multiplikativen Inversen von [7];g in Teilaufgabe (a).

(RSA-Verschliisselung) Alice und Carol mochten Bob mittels RSA-Verschliisselung gehei-
me Nachrichten schicken. Dazu wihlt Bob zwei verschiedene grosse Primzahlen p und ¢,
berechnet den RSA-Modul n := pq und wiihlt zwei verschiedene zu p(n) = (p — 1)(¢ — 1)
teilerfremde Zahlen e, ¢/, sodass 1 < e,¢’ < ¢(n). Zufillig sind e und ¢’ teilerfremd. Bob
schickt (e, n) an Alice und (¢’, n) an Carol. Die Nachrichten von Alice und Carol sind zufil-
lig gleich. Sie sind durch m gegeben, wobei 0 < m < n und m, n teilerfremd sind. Mittels
des RSA-Algorithmus erhalten Alice und Carol aus dem Klartext m die Geheimtexte ¢ und
, die sie an Bob schicken. Eve fingt die Geheimtexte ab.

Wie kann Eve den Klartext m effizient rekonstruieren?
Hinweis: Verwenden sie das Lemma von Bézout mita = eund b = ¢€'.

Losung: Eve fangt die Geheimtexte

c:=m° mod n, 3)
d:=m® modn 4)
ab. Da e und ¢’ teilerfremd sind, gibt es gemiss dem Lemma von Bézout Zahlen s, s’ € Z,

sodass
es+e's =1. (5)

Fall: s > 0, s < 0: Eve berechnet mittels des erweiterten euklidischen Algorithmus ein
i’ € 7, sodass i’ =1 (mod n). Sie berechnet

M=% mod n. (6)

Gemiss (3) gilt
("] = [m*]n = [m]3, (7)

[]n]¢]n =[]0 = [1]n, also ['], = [¢];,* (Inverses) und daher

[N = [0 = [ = [m| = [l ®)

[l = [ [ (wegen(6)
= [m]*[m]e*  (wegen (7,8))
[ es+e's’
|

ml, (wegen (5)).

Es folgt, dass m = m. Somit hat Eve den Klartext gefunden. Den Fall s < 0, s’ > 0 konnen
wir analog behandeln.



