D-MATH Grundstrukturen FS 2025
Dr. E. Ziltener

Serie 2

0.

2.

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (*) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufgaben zu
16sen.

(Bereich eines Quantors, Gebundenheit und Freiheit einer Variable, Satz) Seien P, R Relati-
onssymbole (in der Signatur .#’) der Stelligkeiten 1, 2. Tun Sie fiir jede der unteren Formeln
© das Folgende:

(a) Bereich jedes Quantors bestimmen
(b) fiir jede Variable die Stellen bestimmen, an welchen die Variable gebunden vorkommt
(c) Dbestimmen, welcher Quantor die Variable jeweils bindet

(d) frei(¢) bestimmen. Das ist die Menge aller Variablen, die in ¢ (an mindestens einer
Stelle) frei vorkommen.

(e) entscheiden, ob ¢ ein Satz ist

Formeln ¢ in Prifixform:

dy Rxy Vrdy Rxy vidr Pr = xy (x)Vrvdr Px = xy — dx Px Yy Ryy

(Substitution, Zuldssigkeit) Seien c ein Konstantensymbol, ' ein Funktionssymbol der Stel-
ligkeit 1 und P, R Relationssymbole der Stelligkeiten 1, 2. Bestimmen Sie fiir jedes Tripel
@, v, T wie unten die Formel ¢(v/7), d. h. die Formel, die wir erhalten, indem wir an jeder
Stelle, an der v in der Formel ¢ frei vorkommt, die Variable v durch den Term 7 ersetzen.
Geben Sie an, ob die Substitution zuldssig ist. Wir verwenden hier die Infixnotation fiir die
logischen Verkniipfungen und zweistellige Relationssymbole.
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(logische Axiome)

(a) Geben Sie eine Instanz des logischen Axiomenschemas L3 an.

(b) Seien x,2’,y,y’, z Variablen und F’ ein einstelliges Funktionssymbol. Von welchem
logischen Axiomenschema ist jede der folgenden Formeln eine Instanz?

1. (:Ezy/\Vxﬁxza:)—mszy

ii. x=y—>(y=:c—>(y=x/\:c:y)>



iii. Vzz=y—->Fr=y
iv. (%) (:U:x’/\y:y’)ﬁ(x:yaa:’:y’)
(c) Uberlegen Sie sich fiir die Axiomenschemata L, L, Ls, dass diese intuitiv allgemein

giiltigen Aussagen entsprechen. Bestimmen Sie dazu die entsprechenden Wahrheitsta-
bellen.

(Konjunktion, Existenz) Schreiben Sie einen formalen Beweis der Formel ¢ aus @ auf, fiir
jedes der folgenden Paare @, 1)

(@) {anf},a

(b) {anp} B

© () {a, B}, anp
d) &, dz(x =2x)

Zeigen Sie:
@ () prdE=yrg
Tipp: Verwenden Sie 3.

b) FYyve—pvi
Tipps: Verwenden Sie:

e Lg mit ¢y, @9, (3 so gewihlt, dass ¢ v ¢ — ¢ v 1 eine Teilformel von Lg ist
* L7, (MP) = Modus Ponens

© Fe——mp
Tipp: Verwenden Sie Lg mit ¢; = —¢, ¢ = ——pund g3 = ¢ — ——.

In den Losungen zu den nachfolgenden Aufgaben werden wir an vielen Stellen das folgende
Theorem verwenden, das nédchste Woche in der Vorlesung behandelt wird.

THEOREM 1 (DEDUKTIONSTHEOREM (DT)) Sei .Z eine Signatur, @ eine Menge von
(L -)Formeln und 1) eine Formel. Es gilt ® ¢ — ¢ genau dann, falls ® + 1) - .

Hierbei bezeichnet @ + 1) die Vereinigung der Menge & mit {¢}.

(Beweis gewisser Aquivalenzen) Seien y und ¢ Formeln. Wir schreiben abkiirzend
X <&

fir (x — &) A (£ — X). Das bedeutet, dass wir in jeder Formel jede Teilformel der Form
(x = &) A (£ — x) durch x < £ ersetzen diirfen und umgekehrt. Zeigen Sie das Folgende:

@ ()= (pnrd) < ¥Aay)
Tipp: Verwenden Sie 4.a, das DEDUKTIONSTHEOREM und 3.c.

b) F(pvi) o (v
Tipp: 4.b



€ Fp < ——p (duplex negatio affirmat = Gesetz der doppelten Negation)

Tipps:
* 4c

Beweis von - ——¢ — ¢
¢ DEDUKTIONSTHEOREM
e Lg mit ¢ ersetzt durch —pund ¢ = ¢
* Lymitpy =, p2=—p, p3=¢
* ¢ — ¢ (Beispiel in der Vorlesung)

d) = (=pvy) o (p—1)

Tipps fir = (—¢ v 1) = (¢ = ¥):
+ Uberlegen Sie sich, dass es geniigt, das Folgende zu zeigen:

{~evi, o}

Tipps dafiir:

- =
Tipp dafiir: - ¢ — —— (siehe 5.c) und Lo

— Lsmitpy = —p, g2 =1, p3=vund ¢ = ~p — 9.
Wir definieren
X=(p—=9) = (e vi)
Tipps fir - x:

» Zeigen Sie mittels L, dass

{e, 0 =V} F—p Vv

* Zeigen Sie, dass
{~op—>vtE—pvy
* Folgern Sie aus (1), dass - ¢ — x.
» Folgern Sie aus (2), dass - —¢p — x.
* Verwenden Sie Lg mit 1 = ¢, 93 = —¢, p3 = X.
© F(p—=9) < (¢ —>—¢)
Tipps:
» Zeigen Sie:
=g =) < (¢ = =9
Tipps dazu:

Bovka—(8—9)
a— (B9 (a—p)—(a—7)

)

2)

(Kontraposition)

3)

“4)
)

Verwenden Sie dazu je ein Axiom und das DEDUKTIONSTHEOREM. Kombinieren
Sie (4) und (5) fir a = ¢, =1, 7= ——1. Verwenden Sie (5.c). Das zeigt die
Hilfte von (3). Die andere Hilfte folgt aus einem analogen Argument.
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6.

* Verwenden Sie (3), 5.d,5.b,5.dund 6., um |~ (¢ — ¢) < (—1) — —p) zu zeigen.
O F(pn—p) — ¥ (ex falso quodlibet = aus Falschem folgt Beliebiges)

(Logische Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.) Wir sagen, dass zwei Formeln «, 3 lo-
gisch dquivalent sind g. d. w. :
Fae

In diesem Fall schreiben wir:
a<sf

Zeigen Sie das Folgende:

(a) Logische Aquivalenz ist symmetrisch, d. h. fiir alle Formeln «, 3 gilt:
a<s [ genau dann, wenn b <«

Tipp: Aufgabe 3.
(b) (+) Logische Aquivalenz ist transitiv, d. h. fiir alle Formeln «, 3, 7 gilt:

Wenn a<f und B < 7, dann o<y

Tipp: Aufgabe 3. und DEDUKTIONSTHEOREM

Bemerkung: In der Vorlesung wird gezeigt, dass logische Aquivalenz reflexiv ist. Also ist
logische Aquivalenz eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Formeln.

(Gleichheitsrelation transitiv) Zeigen Sie, dass die Gleichheitsrelation “="" transitiv ist, d. h. zei-
gen Sie, dass gilt:

FVavVyVz((z =y Ay =2) >z =2)

Bemerkung: In der Vorlesung zeigen wir, dass die Gleichheitsrelation auch reflexiv und
symmetrisch ist. Sie ist also eine Aquivalenzrelation.



