D-MATH Grundstrukturen FS 2025
Dr. Fabian Ziltener

Serie 3

SATZ UBER LOGISCHE AQUIVALENZ, PEANO-ARITHMETIK, GRUPPENTHEORIE,
SEMI-FORMALER BEWEIS

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (*) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufgaben zu
16sen.

0. Seien .Z eine Signatur und ¢, ¢ .Z-Formeln. Zeigen Sie das Folgende:
@ () e— (= (pr)

Bemerkung: Beachten Sie die Reihenfolge in der Konjunktion ¢ A .
b)) Fo—(~p— V)
Hinweis: Verwenden Sie das Folgende:

* jeweils ein logisches Axiom
* einen Satz aus der Vorlesung
» eine logische Aquivalenz, die in Serie 2 bewiesen wurde

s pevgdw pHYundyY - @
(Uberlegen Sie sich das. Verwenden Sie dazu das DEDUKTIONSTHEOREM.)

1. Die Signatur der Peano-Arithmetik ist Zps := {0,s, +, -}, wobei 0 ein Konstantensymbol
und s, +, - Funktionssymbole der Stelligkeiten 1, 2, 2 sind. Die Axiome der Peano-Arithmetik
PA sind durch das folgende Axiomensystem gegeben. Rechts neben jedem Axiom ist seine
intuitive Bedeutung angegeben.

PAy :—3z(sz = 0) (0 ist kein Nachfolger.)
PA; :VxVy(sx =sy —>x = y) (s ist injektiv.)
PA, Vz(z +0 = x) (0 ist rechts-neutral.)
PA; :VaVy(z + sy = s(z + y)) (Das definiert mit PA, zusammen +.)
PA, :Vz(z-0=0) (Das definiert z - 0.)
PA; :VzVy(z-sy = (2 y) + z) (Das definiert mit PA; zusammen -.)

Sei ¢ eine Zpp-Formel und v € frei ¢ eine Variable.
PA¢ :VaVy (gp(O) AV (p(v) = o(s V))) — Yrp(v) (Induktion)
(a) (=) Was bedeutet die folgende .Zpa -Formel intuitiv?

sO+ s0 =ss0



3.

(b) (%) Zeigen Sie mittels eines formalen Beweises:
PA+ s0+ s0 = ss0

Hinweise:

* Leiten Sie aus PA3 und zweimal L, (universal instantiation) die folgende Formel
her:
X =s0+s0=s(s0+0)

* Leiten Sie aus PA,, Ljp und L4 die folgende Formel her:
p:=s(s0+0) =ss0

e Wir definieren ¢ :=s0 + s0 = s0 + s0. Leiten Sie mittels L4 und L5 die Formel
1 A @ her.
* Leiten Sie aus ¢ A ¢, Lij5 und y die Formel s0 + s0 = ss0 her.

(a) Was bedeutet die folgende Formel der PA (Peano-Arithmetik) intuitiv?
Vx(x =0 v Jyr = sy))
(b) Zeigen Sie mittels eines formalen Beweises:
PA Vz(z =0 v Jy(z = sy))

Hinweise:
*  Wir definieren p(z) := 2 = 0 v Jy(z = sy). Verwenden Sie Induktion, also PAg,
um die Formel Vzp(z) herzuleiten.
* Leiten Sie die Induktionsverankerung ¢ (z/0) aus L4, Lg her.

* Induktionsschritt Vz ((z) — ¢(sx)): Wir definieren ¢(y) := sz = sy. Leiten
Sie aus L (existential generalization) mit v := y, 7 := x, @ ersetzt durch ¢) und
aus L4 die Formel 3y1(y) her.

* Leiten Sie aus Jy1/(y) und L7 die Formel ¢(s x) her.

* Leiten Sie aus (s z) und L; die Formel p(z) — (s ) her.

* Verallgemeinern Sie diese Formel. Leiten Sie aus der Induktionsverankerung, dem
verallgemeinerten Induktionsschritt und L die Formel ¢(z/0) A Vz(p(z) —
¢(sz)) her.

* Verwenden Sie jetzt PAg.

(Gruppentheorie, Links- und Rechts-Inverse)

(a) Wir schreiben Zgr = {e,o} fir die Signatur der Gruppentheorie und GT fiir das
Axiomensystem der Gruppentheorie. Was bedeutet die Zr-Formel VuVv (v ou =
e — wov = e) intuitiv?



(b) Zeigen Sie, dass gilt:

GT - VuVv(vou=e —>uov =e) (1)

Hinweise: Behauptungen:

GT,vou=¢erwov=e—uov=e (2)

GT, (wov=e—uov=¢)Fuov=e (3)

Verwenden Sie (2,3), das DEDUKTIONSTHEOREM und zweimal Verallgemeinerung,
um (1) zu zeigen.

Beweis der Behauptung (2):

Zeigen Sie:
GT,vou=etvo(uov)=1v “4)

Verwenden und zeigen Sie dazu:

GTovo(uov)=(vou)ow
vou=et (vou=ce)A(v=n0)
(vou=e)A(v=v)F (Vou)ov=ecow (Tipp: Lis)

GTi~eocv=n

TO=T1,T1 =TabTo="7 (5)

Bemerkung: (5) folgt aus der Losung zu einer Aufgabe in Serie 2 (Gleichheitsre-
lation transitiv).

Uberlegen Sie sich, dass ein zum Beweis von (4) analoges Argument zeigt, dass
gilt:

GT,wov=et wo (vo(uov)) =uowv (6)

Zeigen Sie:
vo(uov)=vk (w=w)A (vo(uov) =) (7)
(w=w)A (vo(uov)=v)Fwo(vo(uov)) =wouv (8)

Schliessen Sie aus (4,7,8), dass gilt:
GT,vou=erwo (vo(uov)) =wouv
Folgern Sie daraus mittels (6), der Tatsache 1) = 71 - 71 = 79 und (5), dass
GT,vou=e,wov=ekFuov=ec.

Folgern Sie daraus die Behauptung (2).

Beweis der Behauptung (3):

Leiten Sie aus wov = e — wov = e mittels Verallgemeinerung und L, (universal
instantiation) die Formel y ov = e — uov = e her.

Leiten Sie aus y ov = e — uw o v = e mittels Verallgemeinerung, L3, GT5 und
Lo (universal instantiation) die Formel u o v = e her.



4. Miteinem semi-formalen Beweis meinen wir einen formalen Beweis, bei dem wir alle Schrit-

S.

te weggelassen haben, die auf logischen Axiomen beruhen. In einem solchen Beweis fiithren
wir also nur die Schritte durch, die auf den nicht-logischen Axiomen beruhen. Wir verwen-
den in einem semi-formalen Beweis ausser logischen Symbolen auch die natiirliche Sprache.
Dabei verwenden wir einen eingeschriankten Wortschatz, der aus Wortern und Ausdriicken
mit priziser und eindeutiger Bedeutung besteht. Ein Beispiel fiir einen solchen Ausdruck
ist Wir nehmen an, dass .... (Der Begriff eines semi-formalen Beweises ist kein préiziser
mathematischer Begriff.)

Zeigen Sie mit semi-formalen Beweisen, dass die folgenden Aussagen gelten:
(@ (x) PARVz(0+2=n2)
Hinweis: Verwenden Sie Induktion, d. h. PAg.

(b) PARVaVyVz((z+y)+z=a+ (y+2))
Was besagt diese Formel intuitiv?

() PARVz(sO+z=sz A sz=uz+s0)

d PARVYaVy(z +y=y+ )
Was besagt diese Formel intuitiv?

Zeigen Sie mit semi-formalen Beweisen, dass die folgenden Aussagen gelten:

(@) PA-Vz(0 -z =0)

(b) PAI—Vx(sO-xzazszx~sO)

(c) Was bedeuten die Formeln unten in 5.d-5.g intuitiv?
(d) PARVaVyVz((z+y) 2= (z-2)+ (y-2))

(e) PA-YaVy(z -y=1y-x)

() PAR-VavVyVz(z-(y+2) = (z-y) + (z-2))

() PARVaVyVz(z-(y-2)=(z-y)-2)



