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STRUKTUR, VARIABLENBELEGUNG, INTERPRETATION, MODELL EINER THEORIE

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (*) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufgaben zu
16sen.

0. ((=) Relation) Relationen treten im Zusammenhang mit Modellen auf, da jede Struktur Re-
lationssymbole auf Relationen abbildet. Wir definieren die bindre Relation < auf IN :=
{e,,Il.1Il,- .}, der Menge der natiirlichen Zahlen, als

<:= {(m,n) e N* = N x N |ES GIBT EIN k IN IN, SODASS km = n.}.

(km ist die Verkettung von k und m.) Fiir jedes Paar (m,n) € IN? schreiben wir m < n
genau dann, falls (m, n) € <. Zeigen Sie, dass < folgende Eigenschaften besitzt:

(a) (Reflexivitit) Fiir jedes n € IN gilt n < n.

(b) (Transitivitit) Fiir alle £, m,n € IN implizieren ¢ < m und m < n, dass £ < n.

<
(¢) (Antisymmetrie) Fiir alle m,n € IN implizieren m < n und n < m, dass m = n.
Bemerkung: Sie diirfen Folgendes ohne Beweis verwenden:
(1) (Assoziativitit der Verkettung) Verkettung von (ENDLICHEN) Zeichenketten ist asso-
ziativ, d. h. fiir alle Zeichenketten u, v, w gilt (uv)w = u(vw).

(i) (Injektivitit des Hinzuftigens) Rechtes Hinzufiigen eines Symbols s zu einer Zeichen-
kette ist injektiv, d. h. fiir alle Zeichenketten v, w und jedes Symbol s impliziert vs =
ws, dass v = w.

(iii) (Induktion') Sei P eine Abbildung, die jedem n € IN eine Aussage P(n) zuordnet,
sodass P(¢) gilt und fiir jedes n € IN die Aussage P(n) die Aussage P(n|) impliziert.
Dann gilt fiir jedes n € IN die Aussage P(n).

Hinweis: Verwenden Sie fiir Antisymmetrie Induktion mit:

P(m) :=“Fiir jedes p € N impliziert pm = m, dass p = &.”

Fiir den Induktionsschritt verwenden Sie (i,ii).

1. (Struktur) Erinnerung: Die Signaturen der Gruppen- und Ringtheorie und der Theorie der
dichten linearen Ordnungen sind gegeben durch Zo1 = {e, 0}, Zrr = {0,1,+, -}, Lo =

{<}

(a) (*) Seien e, , § verschiedene Objekte. Geben Sie eine .Zr-Struktur (A, M) mit Be-
reich A := {e, a, 8} an.

'Dieses Prinzip wird auch Meta-Induktion genannt, um es vom Axiom PAg der Peano-Arithmetik zu unterschei-
den.



(b) Seien 0 und 1 zwei verschiedene Objekte. Geben Sie eine Zgr-Struktur (A, M) mit
Bereich A := {0, 1} an.

(c) Seien «, 3,7 verschiedene Objekte. Geben Sie eine £ o-Struktur (A, M) mit Bereich
A= {a, 8,7} an.

((*) Variablenbelegung, Interpretation eines Terms, Giiltigkeit einer Formel in einer
Interpretation, Ringtheorie) Betrachten Sie die .Zxr-Struktur (A, M), die Sie in 1.b de-
finiert haben. Wir definieren die Variablenbelegung j : {Variable} — A := {0,1} als die
konstante Abbildung

jlv):=1, fiir jedes v.

Wir betrachten die Interpretation I := (M, 7).
(a) Bestimmen Sie folgende Objekte:
I(x + 0) I(x +y) I(xz-1) I(x - y)
Welche der folgenden Aussagen gelten? Begriinden Sie Ihre Antwort.
by IFxz=1
c IEz=1Ary=0
d I=z=y
() I=Vr(x=y)
6 IkE=VeVy(x =y)
(@ Ik dz(z=y)

(Variablenbelegung, Giiltigkeit einer Formel in einer Interpretation, Theorie der dich-
ten linearen Ordnungen) Betrachten Sie die %y o-Struktur (A, M), die Sie in 1.c definiert
haben. Wir definieren die Variablenbelegung j : {Variable} — A := {«, } als die Abbil-
dung
a, fallsv =z,
jv) =< B, fallsv=y,
7, sonst.

Wir betrachten die Interpretation I := (M, j). Welche der folgenden Aussagen gelten? Be-
griinden Sie Thre Antwort.

IEz<y IEy<zx IE=dzdy(y < x)

(Modell) In dieser Aufgabe verwenden wir den Begriff eines Modells. Dieser ist wie folgt
definiert. Sei . eine Signatur und M = (A, M) eine .Z-Struktur.

DEFINITION 1 (Modell) » Sei p eine L-Formel. Wir nennen M ein Modell von ¢
g. d. w. fiir jede Variablenbelegung j in M gilt

I:=(M,j) E .

Wir schreiben:
ME oy = M ist ein Modell von .



* Sei @ eine Menge von £ -Formeln. Wir nennen M ein Modell von @ g. d. w. M ein
Modell jeder Formel in @ ist. Wir schreiben:

Mged = M ist ein Modell von .

Seien e, «, 8 verschiedene Objekte.

(a) ((+) Gruppentheorie) Wir betrachten die Signatur der Gruppentheorie, .Z := Zor =

{e, o}. Wir definieren den Bereich A := {e, a, 3} und die Abbildungo : A? = Ax A —
A durch folgende Verkniipfungstabelle:

ole a f

ele a f

ala [ e

BlF e «
Wir definieren die Abbildung M auf %1 durch:

eM = M(e) :=e oM = M(o) ;=0

Zeigen Sie, dass (A, M) ein Modell der Gruppentheorie ist.
Bemerkung: Fiir jede .Z7-Struktur (A, M) gilt M = GT genau dann, wenn das
Tripel (A, eM,oM) eine Gruppe ist. Das Tripel (A, e,0) aus dieser Aufgabe ist also
eine Gruppe.
Hinweise:
* Zeigen Sie M = GT; in der Reihenfolge i = 1,0, 2.
* M E GT, :=Va(eox = z): Sei j eine Variablenbelegung in M. Wir definieren
die Interpretation I := (M, 7).
— Seia € A. Zeigen Sie, dass I 2(e o ) = I2(z). Verwenden Sie dazu, dass
I%(e) = eM = e, sowie die e-Zeile? der Verkniipfungstabelle.
— Folgern Sie, dass I = Vz(eox = x) = GT;.
Bemerkung: M = V(e o z = z) ist dquivalent dazu, dass fiir jedes a € A gilt:
eoa = a, d. h., eist links-neutral.
* Mk GTy:=VaVyVz(zo (yoz) = (xoy)oz): Seij eine Variablenbelegung in
M. Wir definieren I := (M, j). Seien a, b, c € A. Wir kiirzen ab: .J := ((I %)3) <.

— Zeigen Sie, dass

J(zo(yoz))=J((zoy)oz). (1)

Verwenden Sie dazu Folgendes:
J(z)=c J(y)=b J(zr)=a (2)
ao(boc)=(aob)oc fir alle a, b,c € A 3)

Warum gelten die Identitéiten (2)?

Um (3) zu zeigen, kdnnen wir im Prinzip alle Tripel (a, b, ¢) € A3 durchgehen
und die Verkniipfungstabelle benutzen. Es gibt 3 - 3 - 3 = 27 solche Tripel.
Um den Beweis von (3) zu vereinfachen, tun Sie Folgendes: Verwenden Sie,
dass o in unserem Beispiel kommutativ ist. (Uberpriifen Sie das mit Hilfe der
Verkniipfungstabelle!) Betrachten Sie folgende Fille:

%Fiir jedes Symbol s in der Kopfspalte (= Spalte ganz links) meinen wir mit s-Zeile die Zeile der Tabelle, welche
die Kopfspalte in der Zelle mit dem Symbol s schneidet.



% (Mindestens) eines der drei Elemente a, b, c ist gleich e.

* Keines der drei Elemente ist gleich e: Unterfille:

a=c
a=b#c
a # b = c: Verwenden Sie den Unterfall a = b # c.

— Folgern Sie aus (1), dass (I2)2)¢ & (zo(yo2) = (zoy)o2).

— Folgern Sie daraus, dass (I %)g EVz(zo(yoz) = (zoy)oz).

— Argumentieren Sie analog fiir die Quantoren Yy und Vzx.

(b) (Gruppentheorie) Finden Sie eine Z;p-Struktur (A, M) mit Bereich A := {e, a},
sodass M H GT.

(¢c) ((*) Theorie mit leerer Signatur) Wir betrachten die leere Signatur . := ¢ und die
Theorie T gegeben durch folgendes Axiom:

r=Y

i. Finden Sie ein Modell von T.
ii. Beschreiben Sie alle Modelle von T.

(d) (Ringtheorie) Seien 0 und 1 zwei verschiedene Objekte. Finden Sie ein Modell (A, M)
der Ringtheorie mit Bereich A := {0, 1}. Uberlegen Sie sich, dass tatsichlich M = RT
gilt.

Bemerkung: Fiir jede Zxr-Struktur (A, M) gilt M = RT genau dann, wenn das Tupel
(A,0M, 1M M M) ein Ring ist. Das Tupel (A, 0,1,+,+) aus dieser Aufgabe ist also
ein Ring.

(e) (Ringtheorie) Finden Sie eine Zrr-Struktur (A, M) mit Bereich A := {0, 1}, sodass
M  RT.

(f) (Teiltheorie von DLO) Seien «, 3, verschiedene Objekte. Finden Sie ein Modell
(A, M) der Theorie T := {DLOO, DLO,, DLOQ} mit Bereich A := {a, 3,~}.

(g) (Teiltheorie von DLO) Finden Sie ein Modell (A, M) der Theorie T := {DLOO, DLO,, DLOZ}
mit einem unendlichen Bereich.
Hinweis: Verwenden Sie eine andere Ubungsaufgabe.
Bemerkung: Uberlegen Sie sich grundsiitzlich, dass Thr gefundenes (A, M) tatséichlich
ein Modell von T ist. Es wird nicht erwartet, dass Sie das im Detail ausfiihren.
(h) (Theorie der dichten linearen Ordnungen) Finden Sie ein Modell (A, M) der Theo-
rie DLO der dichten linearen Ordnungen.
Hinweis: Definieren Sie A als eine gewisse Menge von Zahlen.
Bemerkung: Uberlegen Sie sich, dass tatsichlich M = DLO gilt. Sie diirfen dabei
grundlegende Eigenschaften von Zahlen verwenden.

(i) ((=) Peano-Arithmetik) Wir definieren (IN, N), das Standardmodell der Peano-Arithmetik,
wie in der Vorlesung, wobei wir abweichend von der urspriinglichen Definition s™(n) :=
n| statt |n definieren. (Dadurch vereinfacht sich diese Ubungsaufgabe.) Zeigen Sie, dass
(N, N) ein Modell der Peano-Arithmetik ist.

Bemerkungen:

e Sie diirfen 0.(i,ii,ii1) ohne Beweis verwenden.



» Es wird nicht erwartet, dass Sie alle Details des Beweises von N = PAg ausfiihren.
Erkldren Sie stattdessen in Worten, warum diese Aussage gilt.

(j) (Korpertheorie) Seien 0, 1, «, 5 verschiedene Objekte. Wir definieren A := {O, 1,0,0 }
und die Abbildungen +,- : A> — A durch folgende Tabellen:

+/0 1 a f( 01 a p
0|0 1 o p 0/0 0 0 O
1|1 0 8 « 1/0 1 o
ala 0 1 al0 a [/ 1
1B a 1 0 610 B 1 «

Wir definieren die Abbildung M auf Zxr = {0, 1, +, ~}, der Signatur der Korpertheo-
rie, durch:

Zeigen Sie, dass (A, M) ein Modell von KT ist.

Bemerkungen: Fiir jede .Zk-Struktur (A, M) gilt M = KT genau dann, wenn das
Tupel (A, 0M, 1M, +M M) ein Kérper ist. Das Tupel (4, 0,1, +,) aus dieser Aufga-
be ist also ein Korper.

Hinweise:

» Zeigen Sie M = KT; in der Reihenfolge i = 9,2,1,3,5,6,7,0,4,8. (i = 0,4,8
sind aufwendig.)

* M = KTy = 0 # 1: Sei j eine Variablenbelegung in M. Wir definieren die
Interpretation I := (M, j). Zeigen Sie, dass nicht I(0) = I(1). Folgern Sie daraus,
dassI = —(0 =1).

Bemerkung: M = 0 # 1 ist dquivalent dazu, dass 0 # 1.

* M &= KTy = Vz(0 + x = x) (Links-Neutralitit der Null bzgl. Addition): Sei j
eine Variablenbelegung in M. Wir definieren I := (M, j).

— Seia e A. Zeigen Sie, dass I2(0 + x) = I%(x). Verwenden Sie dazu, dass
12(0) = 0M = 0, sowie die 0-Zeile der Additionstabelle.

— Folgern Sie, dass I = Vz(0 + = = ) = KT,.

Bemerkung: M = V(0 + x = x) ist dquivalent dazu, dass fiir jedes a € A gilt:

0+ a = a, d. h., 0 ist links-neutral.

* M = KT, = Vy(x +y =y+ x) (Kommutativitdt der Addition): Sei j eine
Variablenbelegung in M. Wir definieren I := (M, j). Seien a, b € A. Wir kiirzen
ab: J := (I12)8,

a/y
— Zeigen Sie, dass
J(z+y)=Jy+ ). (4)
Verwenden Sie dazu Folgendes:
J(y) =0, J(z) = a (Warum?)
Die Additionstabelle ist symmetrisch bzgl. Spiegelung an der (nach rechts un-
ten zeigenden) Diagonale.
— Folgern Sie aus (4), dass (12)% = (z +y =y + ).
— Folgern Sie daraus, dass I = Vy (x +ty=y-+ x)



o Zeigen Sie M = KT, fiir die tibrigen 7 auf eine analoge Weise mit Hilfe der
Additions- und Multiplikationstabellen.

 ME KT, =VavVyVz(z + (y + 2) = (z + y) + 2) (Assoziativitit der Addition):
Seien a,b,c € A.Uma+ (b+ ¢) = (a+ b) + ¢ zu zeigen, kdnnen wir im Prinzip
alle Tripel (a, b, c) € A3 durchgehen. Davon gibtes 4 - 4 - 4 = 64. Um den Beweis
zu vereinfachen, tun Sie Folgendes: Verwenden Sie, dass Addition kommutativ ist.
Betrachten Sie folgende Fille:

— (Mindestens) eines der drei Elemente a, b, ¢ ist gleich O.

— Keines der drei Elemente ist gleich 0: Unterfille:
a=c
a=b#c
a # b = c: Verwenden Sie den Unterfall a = b # c.
a, b, ¢ sind alle verschieden

o Mg KT, =VaVyVz(z - (y-2) = (z-y) - z) (Assoziativitit der Multiplikation):
Seien a, b, c € A. Verwenden Sie, dass Multiplikation kommutativ ist. Betrachten
Sie folgende Fille:

— FEines der drei Elemente a, b, ¢ ist gleich 0.
— Eines der drei Elemente ist gleich 1.

— Keines der drei Elemente ist gleich 0 oder 1: Unterfille:
a=c

a=b#c

a # b = c: Verwenden Sie den Unterfall a = b # c.

5. (Existenz eines Rechts-Inversen impliziert nicht Existenz eines Links-Inversen.) Wir
betrachten die Signatur %5t := {e, o} und die Axiome:

GTy = VaVyVz(zo(yoz) = (zoy)oz)
GT, = Vz(eox =1x)
o: = Vrdy(zoy=e)

(GTpund GT; sind Axiome der Gruppentheorie.) Wir definieren die Theorie T := {GT,, GTy, o}.

Bemerkungen:

* Intuitiv besagt o, dass jedes Objekt x ein Rechtsinverses besitzt.

o Esgilto # GT, = Vady(yox = e). Intuitiv besagt das Axiom GT,, dass jedes Objekt
x ein Linksinverses besitzt.

Seien e und a zwei Objekte. Wir definieren A := {e, o} und die Funktion o : A> — A durch
aob:=o(a,b):=0b, fiir alle a, b € A.
Wir definieren die Abbildung M auf Z&7 durch

eMi=M(e) =, oM := M(o) :=o.

o

Das Paar M := (A, M) ist eine .Zgr-Struktur.



(a)
(b)

Zeigen Sie: M =T
Zeigen Sie: M H GT,

Bemerkungen:

Fiir jedes Modell G der Gruppentheorie GT gilt, dass G = o. (Das folgt daraus, dass
G eine Gruppe ist und darum in G jedes Linksinverse ein Rechtsinverses ist.) Aus dem
Godelschen Vollstindigkeitssatz folgt daher, dass GT o und daher

GT T,

d. h., die Gruppentheorie beweist T.

Gemiss (a,b) ist M ein Modell von T, aber kein Modell von GT;. Aus der Kontraposi-
tion des Korrektheitssatzes folgt daher, dass T 14 GT, und daher

T1£ GT,
d. h., die Theorie T beweist die Gruppentheorie. (Wir werden den Korrektheitssatz

nichste Woche in der Vorlesung behandeln.)

Falls wir in T das Axiom GT; durch das Axiom e ist (links- und rechts-)neutral er-
setzen, dann beweist die abgeédnderte Theorie die Gruppentheorie. Genauer gesagt be-
trachten wir das Axiom

T:EVx(eoxzx/\xoe:x).

Es gilt: R
T:= {GTO,T,J} —GT

Fiir jedes Modell M von T gilt nimlich M {GT,,GT,} und daher M = GT.
(Uberlegen Sie sich das!) Aus dem Godelschen Vollstindigkeitssatz folgt daher, dass
T GT, wie behauptet.



