D-MATH Grundstrukturen FS 2024
Dr. Fabian Ziltener

Serie 7

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (*) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufgaben zu
16sen.

0. (Mengen, Element, Teilmenge, Mengenoperationen) Seien n € w und zg, ..., x,_; Men-
gen. Wir schreiben
{x07 s 7$n—1}
fiir die Menge, die genau die Elemente x, . . . , z,,_; enthilt. Wir definieren

0:=, 1:= {0}, 2:={0,1}, 3:={0,1,2},
(a) (zeichnen) Zeichnen Sie die Menge
S:={{z,peR’|z=>20rz<yry<1}.

(Wir werden die Menge R der reellen Zahlen in der ndchsten Woche definieren.)

(b) (+) (Element, Teilmenge) Welche der folgenden Aussagen' sind wahr??> Warum?

. Jey
i. @e{w)
iii. &< {J}
iv. {1}€3
v. {1}<3
vio 2<{1,2}

(¢) (Anzahl Elemente) Sei S eine endliche Menge. Wir definieren die Anzahl Elemente
von S als die eindeutige natiirliche Zahl |S| = n € w, sodass es eine Bijektion zwischen
S und n gibt. (Dass n eindeutig ist, folgt mittels Induktion. Siehe 2.c.)

Welche Anzahl Elemente besitzen die folgenden Mengen?

1. die leere Menge

i. {7}
iii. {0,1,0}
v (AP 0o ) e 2|3n e 2 - (1)

(d) (Losungsmenge) Was ist die Losungsmenge der Gleichung x — 1 = 0 tiber der Menge
w der natiirlichen Zahlen?

"Wir wechseln hier zur in der Mathematik iiblichen Sichtweise, dass ein Satz, d. h. eine geschlossene Formel,

eine Aussage ist. Das ist nicht wortlich der Fall. Strikt genommen wird ein Satz erst durch eine Interpretation zu einer
Aussage.

?Damit meinen wir, dass die Formel in jedem Modell der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre wahr ist.
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e) (u,l,n,\, ) Bestimmen Sie die Vereinigung X U Y, den Durchschnitt X nY, die
Differenz X'\ Y und die symmetrische Differenz X AY fiir die Mengen

X :={0,1}, Y = {1,2}.

Bestimmen Sie die Vereinigung

2
(f) (=) (kartesisches Produkt)

i. Bestimmen Sie das kartesische Produkt {0, 1} x {2, 3}.

ii. Sei A eine Menge und n € w. Wir definieren die n-te kartesische Potenz von A als
die Menge
At ="A = {Funktion fin— A}

Bestimmen Sie die kartesische Potenz {2, 3}?.
(g) (Potenzmenge)

1. () Bestimmen Sie die Potenzmenge
P(2) :=P2.
ii. Zeigen Sie, dass in ZF eine eindeutige Menge A existiert, sodass

Vm(xeA<—>Vn(nex—>new)>.

Hinweis: Wie heisst diese Menge A?

(Satz von Cantor) Sei A eine Menge. Zeigen Sie, dass es keine surjektive Abbildung g :
A — 42 gibt.

Bemerkung: Das ist eine Variante des Satzes von Cantor, den wir in der Vorlesung behandelt
haben.

Hinweis: zweites Cantorsches Diagonalverfahren. Wir haben eine Variante dieses Verfah-
rens im Beweis des Satzes von Cantor verwendet.

(Menge w der natiirlichen Zahlen: Wohldefiniertheit, kleinste induktive Menge; Induk-
tionsprinzip in ZF) Erinnerung: Wir definieren das Nachfolgersymbol als das einstellige
Funktionssymbol s durch den Satz

Va(sz =z U {z}).
Wir definieren das unire Relationssymbol ind durch den Satz
Vz(indz < Vy € z(sy € z)).

Wir nennen eine Menge x induktiv, falls ind x gilt.



(a) (=) (w ist wohldefiniert) Seien / und I’ induktive Mengen, die (J enthalten. Wir defi-
nieren

Sp={XeP)|FeX nindX}.

()Sr=()sr (D

Relevanz: Wir definieren die Menge der natiirlichen Zahlen als

we={5r, (2)

wobei [ eine beliebige induktive Menge ist, die J enthélt. Wegen (1) hingt die rech-
te Seite von (2) nicht von der Wahl von [ ab. Gemiss dem Unendlichkeitsaxiom gibt
es ein / wie oben. Daher ist die Menge w wohldefiniert. (In der Vorlesung haben wir
mittels des Potenzmengen-, Aussonderungs-, Vereinigungs- und Extensionalitdtsaxiom
gezeigt, dass die rechte Seite von (2) iiberhaupt sinnvoll ist.)

Zeigen Sie, dass in ZF gilt:

(b) (kleinste induktive Menge, die ¢ enthiilt)

i. Zeigen Sie, dass w die leere Menge enthilt und induktiv ist.
1. Zeigen Sie, dass w die kleinste solche Menge ist. Das heisst, dass w eine Teilmenge
jeder induktiven Menge ist, welche die leere Menge enthiilt.

(¢) (*) (Induktionsprinzip von ZF) Das Induktionsprinzip der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
besagt:
VX(Xcwr@eX anindX - X =w) (3)

In Worten: Jede nichtleere induktive Teilmenge der natiirlichen Zahlen ist gleich der
Menge der natiirlichen Zahlen.
Zeigen Sie, dass dieses Induktionsprinzip gilt.

Bemerkung: Das entspricht dem gewohnlichen Induktionsprinzip, das Sie aus der
Schule kennen. Um das einzusehen, sei n € w. Wir schreiben n + 1 := sn. Sei P(n)
eine von n € w abhingige Aussage, sodass P(0) gilt und fiir jedes n € w aus P(n) die
Aussage P(n + 1) folgt. Dann gilt fiir jedes n € w die Aussage P(n). Das folgt aus (3),
indem wir die folgende Menge betrachten:

X :={new|P(n)}

3. (natiirliche Zahlen und w sind Ordinalzahlen) Wir definieren den Begriff einer Ordinal-
zahl wie folgt. Sei A eine Menge und R eine bindre Relation auf A.

Definition 1 (lineare Ordnung, Wohlordnung, Ordinalzahl) e (Trichotomie) Wir sa-
gen, dass R Trichotomie erfiillt g. d. w. fiir alle x,y € A gilt:

entweder xRy oder x = y oder yRx 4)

(ausschliessendes Oder)

* (lineare Ordnung) R heisst (strikte) lineare Ordnung (auf A) g. d. w. R transitiv ist und
Trichotomie erfiillt.



* (minimales Element) Sei R eine lineare Ordnung auf A und S < A. Ein Element x € S
heisst (R-)minimal g. d. w. fiir jedes y € S\{z} gilt xRy.

* (Wohlordnung) R heisst Wohlordnung (auf A) g. d. w. R eine lineare Ordnung ist
und jede nichtleere Teilmenge S = A ein R-minimales Element besitzt. In diesem Fall
nennen wir A R-wohlgeordnet.

* (Ordinalzahl) Wir schreiben

ex={G.yye Ax Alzey),

Die Menge A heisst Ordinalzahl g. d. w. sie € s-wohlgeordnet ist.

Motivation: Der Begriff einer Ordinalzahl prizisiert und verallgemeinert die intuitive Idee
der Position in einer Liste. Ein zentraler Aspekt ist hierbei, dass wir je zwei Positionen
miteinander vergleichen kdnnen. Die Positionen sind also linear geordnet.

Jede natiirliche Zahl n ist eine Ordinalzahl. (Siehe 3.b.) Sie entspricht der intuitiven Idee
der n-ten Position. Wir identifizieren also n = 0,1, 2, ... mit den Wortern “nullter, erster,
zweiter, ...”.3 Die Menge w der natiirlichen Zahlen ist ebenfalls eine Ordinalzahl. (Siehe
3.a.) Sie ist grosser (beziiglich der linearen Ordnung €) als jede natiirliche Zahl. Es gibt viele
noch grossere Ordinalzahlen, zum Beispiel

w+li=s(w)=wuiw}, w+2:=s06w)), ..., wtw=w-2, ..., w-3,

2 3 w v w(w“)

— w
e, Wrw=WE, oL, Wwe, e, wY, e, w

Y

Fiir die Definition dieser Ordinalzahlen siehe S. 166 in:

L. Halbeisen und R. Krapf, Godel’s theorems and Zermelo’s axioms—a firm foundation of
mathematics, Birkhduser/Springer, Cham, 2020.

Fiir w 4+ w siehe auch 6. Zur Illustration siehe Abbildung 1.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge w der natiirlichen Zahlen eine Ordinalzahl ist.

Hinweise:

i. Transitivitit von €,: Verwenden Sie Induktion, d. h. 2.c.
ii. Trichotomie fiir €,,: Wir schreiben

PI=MENVM=nVNEM.
Beweis von VYm, n € w p: Wir definieren:
Sy, = {mew‘g&} (fiir n € w) (5)

Zeigen Sie wie folgt mittels Induktion, dass fiir jedes n € w gilt S,, = w:
* Zeigen Sie mittels Induktion, dass Sy = w.

» Hilfssatz 2 Fiir alle n € w und m € n gilt n € m.
Beweis des Hilfssatzes: Wir betrachten die Menge

A:={new|Vmen(ntm)}.

3Wir fangen hier bei 0 mit Zzhlen an.






Zeigen Sie mittels Induktion, dass A = w.

Wir nehmen an, dass 5, = w. Zeigen Sie mittels Induktion, dass Ss,, = w.
Induktionsschritt: Sei m € S,,. Wir zeigen, dass

sm € Sqp.

Fallmesn =nu {n}:

Unterfall: m € n: Dann gilt

ne¢sm.
Das folgt aus Transitivitit von €, (siehe 3.a) und Hilfssatz 2. Wegen unserer
Annahme S, = w giltsm € §,,. Mittels (5) folgt, dass n = s m oder sm € n.

iii.  Trichotomie fiir €,: Beweis, dass fiir alle m,n € w hochstens eine der Aussagen
men, m =n,n e m gilt: Verwenden Sie 3.(a)i und Hilfssatz 2.

iv. €, ist Wohlordnung: Zeigen Sie mittels Induktion, dass jede nichtleere Teilmenge
einer natiirlichen Zahl ein e-kleinstes Element besizt.
Sei jetzt S < w nichtleer. Wir wihlen ein n € S. Betrachten Sie S N sn.

(b) (natiirliche Zahl ist Ordinalzahl) Zeigen Sie, dass jede natiirliche Zahl eine Ordinal-
zahl ist.

Hinweis: Verwenden Sie 3.a.

4. (Endlichkeit, Abzihlbarkeit) Erinnerung: Wir nennen eine Menge A abzdhlbar g. d. w. es
eine injektive Abbildung f : A — w gibt. Zeigen Sie, dass in ZF gilt:

(a) (=) Jede endliche Menge ist abzihlbar.

(b) Eine nichtleere Menge A ist genau dann abzéhlbar, wenn es eine surjektive Abbildung
g:w — A gibt.

Hinweis fiir die Implikation “<”: Sei ¢ : w — A surjektiv. Definieren Sie eine
Abbildung f : A — w so, dass fiir jedes a € A gilt:

fla)eg~(a) = {new|g(n) = a}.

Verwenden Sie dazu 3.a.

Bemerkung: Wir konnen nicht einfach sagen, dass wir fiir jedes a € A einn € g~ *(a)
wihlen und f(a) als dieses n definieren. Um das Wort wéihlen hier zu formalisieren,
brauchen wir nimlich das Auswahlaxiom. (Dieses wird spéter in der Vorlesung behan-
delt.)

5. (iterativ definierte Menge, Ersetzungsschema) Seien f ein einstelliges Funktionssymbol
und v eine Variable. Das Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass in ZF die Menge

B:={v, f(v), f(f(v)),...}
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existiert. Das bedeutet, dass es eine kleinste Menge B gibt, die v enthilt und unter f abge-
schlossen ist, d. h. fiir jedes u € B auch f(u) enthdlt. Damit meinen wir formal:

VUHB(UGBAVUEB(J”UEB)/\VC(UGC/\VueC’(fueC’)HBQC)) ©6)

Zeigen Sie diese Aussage.

Hinweise: Wir definieren:

a(n,g):=3Y (g < (sn) x Y) (7)
B(n,g) = ¥m e nYu((m,u)y € g — (sm, fuy € g) (8)

Y(g) := YmVuYw ({m,u) € g A (m,w) € g — u =w) )
0(n, g) = a(n,g) A B(n,g) nv(g) A 0,v) €9 (10)

Seien n € w und g so, dass d(n, g) gilt. Sei Y wie in a(n, g).

Bemerkungen 3 ¢ ist eine Funktion von sn nach Y. Begriindung:

* (Relation zwischen s und Y') Wegen a(n, g) ist g eine Relation zwischen den Mengen
snund Y, d. h. eine Teilmenge von (sn) x Y.

Seien X, Y Mengen und R eine Relation zwischen X und Y.

* (g ist linkstotal) Wir nennen R linkstotal g. d. w. es fiir jedes x € X (mindestens) ein
y € Y gibt, sodass (z,y) € R. Aus {0,v) € g und §(n, g) folgt mittels Induktion, dass
g linkstotal ist.

* (g 1st rechtseindeutig) Wir nennen R rechtseindeutig g. d. w. es fir jedes x € X
hochstens ein y € Y gibt, sodass (z,y) € R. Wegen (g) ist g rechtseindeutig.

* (g ist eine Funktion) Eine Funktion von X nach Y ist eine Relation zwischen X und
Y, die linkstotal und rechtseindeutig ist. Geméss den vorherigen Bemerkungen ist g
also eine Funktion von sn nach Y. Diese Funktion entspricht der endlichen Folge

v, f(v), f(f(v),..., f"(v) = f(--- f(v)--+) (n Kopien von f).

Wir definieren g(n) als das eindeutige Element y € Y, sodass {(n,y) € g. Gemiss den
Bemerkungen 3 ist g(n) wohldefiniert, d. h. ein solches y existiert und ist eindeutig. Wir
definieren:

b(n) :=VYgvh(3(n, g) A d(n,h) — g(n) = h(n)) (11)
(a) Zeigen Sie, mittels Induktion, dass gilt:

Vni(n)

Induktionsschritt: Sei n € w so, dass ¥ (n) gilt. Seien ¢’, b’ so, dass §(sn, ¢’),d(sn, h')
gelten. Betrachten Sie

9:=9lsn, h= N,
(b) Wir definieren
p(n,y) :=3g(3(n, g) A {n,y) € g).
Zeigen Sie mittels Ersetzungsaxiomenschemas, dass es eine Menge B gibt, sodass gilt:

Vy(y €eBo In(newn go(n,y)))
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6.

(c) Uberpriifen Sie, dass dieses B die Bedingungen in (6) erfiillt.

* Hinweis fiir die Bedingung Vu € B(fu € B): Sei v € B. Wir wihlen ein n € w,
sodass ¢(n, u) gilt. Wir wihlen ein g, sodass §(n, ¢) giltund (n, u)y € g. Betrachten
Sie

g =g {lsn fw}.

* Hinweis fiir die Bedingung YC'(v € C A Vue C(fue C) - B < C): Sei C so,
dass v € C'und Vu € C(fu e C).

Behauptung: Fiir alle n € w gilt:

Vg¥y(B(n,g) Av(g) A 0,v)eganlnyyeg—yeC) (12)

Zeigen Sie das mittels Induktion.
Induktionsschritt: Sei n € w so, dass (12) gilt. Seien ¢', y so, dass

B(sn,g') nv(g") A0,v)e g Alsn,yeyd.

Betrachten Sie

g:=g\{n, )}

(*) (Ordinalzahl w + w) Wir schreiben w + 1 :=sw =wu {w}w+2:=(w+1)+1,....
Formalisieren Sie die Aussage, dass die Menge

{w,w+1,w+2,...} (13)

existiert. Beweisen Sie diese Aussage.
Hinweis: Verwenden Sie S.

Bemerkungen:

* Da die Menge (13) existiert, existiert auch die Menge
w~2:=w+w:=wu{w,w—|—1,...} = {0,1,...,w,w—|—1,...}.

* Diese Menge ist eine Ordinalzahl. Das folgt aus 3.a.

(*) (Fundierungsaxiom) Zeigen Sie, dass in ZF gilt:
Vz(z ¢ 2)

Hinweis: Verwenden Sie das Paarmengen- und Fundierungsaxiom.



