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0.

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (*) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufgaben zu
l6sen.

(=) natiirliche Zahl ist Kardinalzahl) Zeigen Sie, dass jede natiirliche Zahl eine Kardinal-
zahl ist.

Hinweis: Verwenden Sie, dass fiir alle m,n € w gilt, dass m ~ n — m = n. (~ steht hier
fiir Gleichmichtigkeit. Siehe Ubungsserie 11, Gleichmiichtigkeit von natiirlichen Zahlen.)

(Kardinalitiit einer Kardinalzahl) (Diese Aufgabe wurde schon in Ubungsserie 12 ge-
stellt.) Zeigen Sie, dass fiir jede Kardinalzahl « die Gleichheit || = & gilt.

Hinweise fiir || > x: Wihlen Sie eine Menge A, sodass |A| = k. Sei a € €2 s0, dass a ~ k.
Verwenden Sie A, um zu zeigen, dass a > k, d. h. a 2 k.

(*) (ganze Zahlen) Wir definieren die binédre Relation ~ auf der Menge X := w X w durch
~={{{m,n),{m/,n')ye X x X |m+n'=m' +n}

Zeigen Sie, dass das eine Aquivalenzrelation ist.

(Hinweis zur Transitivitit:) verwenden Sie, dass die Nachfolgerabbildung auf w injektiv
ist.

(Relevanz dieser Aufgabe:) Wir definieren die Menge der ganzen Zahlen als den Quotienten
Z:=(wxw)/~,
d. h. als die Menge der ~-Aquivalenzklassen. Fiir jedes Paar {m, n) € X schreiben wir

m—n:= [(m,n)] .

(rationale Zahlen) Wir definieren X := 7 x (Z\{0}) und die binire Relation ~ auf X
durch
la,by ~{a', V') <> ab = a'b.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

(Relevanz dieser Aufgabe:) Wir definieren die Menge der rationalen Zahlen als den Quoti-

enten
Q:= (Z x (Z\{0}))/ ~,

d. h. als die Menge der ~-Aquivalenzklassen. Fiir jedes Paar {a, b) € X schreiben wir
a
7= [{a,b)] _.
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4.

(*) (Kongruenz modulo n ist Aquivalenzrelation) Zeigen Sie, dass = eine Aquivalenzre-

o (n)
lation ist.

(Addition, Multiplikation und Kongruenz) (Diese Aufgabe ist ein Hilfssatz in der Vorle-
sung.) Seien a,b,a’, i’ € Z und n € w\{0} so, dass @ = o’ und b = V' (mod n). Zeigen Sie,
dass gilt:

a+b=d +V (modn) (1)
ab=d'tl (mod n) (2)

(Relevanz:) Aus dieser Aufgabe folgt, dass Addition und Multiplikation von Restklassen
wohldefiniert sind. (Siehe die Vorlesung.)

(Restklassenring) (Diese Aufgabe ist eine Proposition in der Vorlesung.) Zeigen Sie, dass
(Zn, +n, n) , der Restklassenring modulo n, ein kommutativer Ring (mit Eins) ist.



