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Beweise das Ultrafilter-Theorem mit Hilfe des Teichmiiller-Prinzips, und folgere daraus die
Existenz von nicht-trivialen Ultrafiltern tiber w.

Losung: Sei # < Z(S) ein Filter iiber einer Menge S. Wir zeigen, dass sich . < Z(5)
zu einem Ultrafilter erweitern ldsst. Definiere

& :={X < 2(S): X u.Z hat die endliche Durchschnittseigenschaft},

wobei wir sagen, dass eine Menge M die endliche Durchschnittseigenschaft hat, falls nicht-
leere endliche Durchschnitte von Elementen aus M nicht leer sind. Damit wir das Teichmiiller-
Prinzip auf & anwenden konnen, miissen wir zeigen, dass & nicht leer ist und endlichen
Charakter hat. Da .# < Z2(9S) ein Filter ist, gilt .# € & und somit ist & nicht leer. Zu zeigen
bleibt, dass & endlichen Charakter hat: Seien dazu X € & und Y < X eine beliebige endli-
che Teilmenge. Dannist Y € Z(S)und auch Y v .# < X u Z, das heisst, Y U .# hat die
endliche Durchschnittseigenschaft, weil es in einer Menge enthalten ist, welche die endliche
Durchschnittseigenschaft ebenfalls hat. Somit ist Y € &. Ist X < Z2(S) mit X ¢ &, dann
hat X U % nicht die endliche Durchschnittseigenschaft. Somit existiert eine endliche Men-
ge A € X, sodass A U Z nicht die endliche Durchschnittseigenschaft hat, d.h. nicht jede
endliche Teilmenge von X istin &

Mit dem Teichmiiller-Prinzip folgt nun, dass & ein beziiglich Inklusion maximales Element
% hat. Insbesondere ist dann auch .# < %, denn offenbar gilt %7 U.% € & und das wire ein
Widerspruch zur Maximalitit von % . Zu zeigen bleibt, dass % < Z(S) ein Ultrafilter ist.
Es ist @ ¢ % weil sonst % die endliche Durchschnittseigenschaft nicht hitte. Ausserdem
ist S e %,daS e % < %. Seinen x,y € %.Esist x ny # & wegen der endlichen
Durchschnittseigenschaft von %7 v .%. Falls nun z Ny ¢ % oder x v y ¢ %, dann wire
U o{rny} e &und % v {r vy} € & und wieder hitten wir einen Widerspruch zur
Maximalitit von %/, also ist %/ ein Filter. Ausserdem garantiert die Maximalitidt von %/,
dass % auch ein Ultrafilter ist.

Betrachte nun den Fréchet-Filter iiber w. Wiire er trivial, so gébe es endliche Mengen in die-
sem. Dies ist aber nicht moglich, denn der Fréchet-Filter enthilt nur Mengen, deren Kom-
plement in w endlich sind. Das heisst, der Fréchet-Filter und dessen Erweiterung nach der
obigen Konstruktion kann nicht trivial sein.

Im Folgenden sei % < Z7(w) ein nicht-trivialer Ultrafilter iiber w. Auf der Menge der Funktionen
f : w — w definieren wir die Aquivalenzrelation “~” durch

f~g = {new:f(n)=gn)}e%.

Fiir jede Funktion f € “w sei

[fl={ge“w:g~f},

und sei

w* = {[f]: f e“w}.

Wir konstruieren nun die -Zpa-Struktur N* mit Bereich w* wie folgt:
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« Fiir das Konstantensymbol 0 € Zpa sei f, € “w definiert durch
fo(n):=0 fiiralle n € w,

und sei

o™ = [fol.
* Fiir das 1-stellige Funktionssymbol s in Zpa sei s(f) definiert durch
s(f)(n) = f(n)+1 firnew,

und sei

s ([f]) = [s(f)]-

* Fiir die bindren Funktionssymbole + und - in Zpa definieren wir f + ¢g und f - g (fiir
f, g € “w) durch

(f+9)(n) = f(n)+Ngn) (firallenew),
(f-9)(n) = f(n) N g(n) (firallenew),
und sei

A1+ (9] :=[f+g] und [f]" [g]:==[f"g].

(a) Fir k € w sei ¢, € “w definiert durch cx(n) = k fiir alle n € w.
Zeige, dass ein [g] € w* existiert, sodass fiir jedes k € w gilt:

N* &= [e] < 9]

(b) Zeige, dass der Bereich w* von N* iiberabzihlbar ist.

(c) Zeige: Fir alle [g],[¢'] € w* mit [g] < [¢'] ist die Menge
{[flew g <[f1<[dT}

entweder endlich oder iiberabzihlbar.

Losung: (a) Sei k € w beliebig. Definiere g(n) := n fiir alle n € w. Da % ein nicht-
trivialer Ultrafilter ist, enthélt %/ keine endlichen Mengen, was wiederum bedeutet, dass %
alle Komplemente von endlichen Mengen enthélt (insbesondere enthélt %/ somit auch den
Fréchet-Filter). Das heisst

{new:cn) <gn)}={new:k<n}=uw\{0,1...,k}eZ.

Also gilt N* = [¢x] < [g] fiir alle &k € w.

(b) Sei G := {[gk] ke w} eine abzihlbare Menge von Elementen aus w*. Wir konstruieren
mit einem Diagonalargument eine Funktion f : w — w, sodass [f] ¢ G. Definiere f wie
folgt:

F0) = go(0) +1
f(1) = max{go(1), (1)} +1

F(n) = max {go(n), ga(n)..... ga(n)} +1



Nach Konstruktion haben wir f(n) > gx(n) fir alle n > k. Da % alle Komplemente von
endlichen Mengen enthilt, gilt

{new: f(n)>gn)}eu

fiir alle k£ € w. Das heisst, es gilt N* = [ f] > [gs] fiir alle k£ € w und somit ist [f] ¢ G.

(c) Sei [g] < [¢'] und h : w — w sodass [g] + [h] = [¢]. Da N* = PA und % ein Filter ist,
existiert solch ein h und [A] ist eindeutig. Sei wieder ¢ : w — w fiir jedes k € w definiert
durch ¢i(n) = k fiir alle n € w. Dann gibt es zwei mogliche Fille:

Fall I: 3M € w3z e % Vie x (h(i) < M).

Wir zeigen, dass in diesem Fall k € w existiert mit 0 < k < M, sodass [h] = [ci], d.h., es
gibt ein y € %, sodass h(i) = k fiir alle 7 € y. Um die Behauptung zu beweisen, definiere

y = {iex:h(i) =1},

fir alle 0 < [ < M. Dann ist x = yoU--- Uy (d.h., z ist die disjunkte Vereinigung
der Mengen v, ...yr). Da x € % und % ein Ultrafilter ist, ist entweder yo € % oder
Y10 - - - Uy € % . Falls yo € % ist, dann haben wir h(i) = 0 fiir alle i € yo. Dies impliziert
[h] = [co]. Ansonsten ist y; € % oder yoU - - - Uyp € % und wir konnen gleich vorgehen
wie vorher. Nach endlich vielen Schritten finden wir ein £ € w, wobei 0 < k < M, sodass

[h] = [ex]-

Somit haben wir [g] + [¢x] = [¢'] und da N* = PA, folgt daraus, dass
{[flew*: o] < [f] < (g1} = {lg) + [a] ew™: 0 <1<k},
wobel dies eine endliche Menge ist.
Fall2: VM € wVNz e % Jiex(h(i) > M).
Definiere h,. : w — w fiir jede reelle Zahl r € [0, 1] durch h,.(n) := [r - h(n)], wobei
[r-h(n)] :=min{kew:k=r-h(n)}

Da die Menge der reellen Zahlen r € [0, 1] iiberabzdhlbar ist, reicht es, wenn wir zeigen, dass
[h,] < [hs] fir alle reellen 0 < r < s < 1 gilt. Offensichtlich ist [h,] < [h;] und deshalb
brauchen wir nur [h,.] # [hs] zu zeigen, d.h., es gibt kein = € % sodass fiir alle h,.(i) = hg(7)
gilt fiir alle 7 € x. Dies zeigen wir per Widerspruch: Sei ¢ € % mit h,.(i) = h4(i) fiir alle
1 € xg. Dar < s, finden wir ein M, € w, sodass

1
+ — <s.
r M, s

Dann gilt r - My + 1 < s - My. Nach der Annahme im Fall 2 finden wir ein j € z( mit
h(j) > Moy und es gilt

he(j) = he(3) = [s-h(G)] = [r h(j)]
= [s My +s-(h(j) = Mo)| = [r- My +7-(h(j) — Mo)]
>rMotL s (h()—Mo)
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Also ist hs(j) # h.(j) fiir j € zo, was ein Widerspruch zur obigen Annahme ist.

Nun gilt [g] < [g] + [h.] < [¢'] fiir jedes reelle r € [0, 1] und dies zeigt, dass

{[flew gl <1<} 2{lg] + [ ]ew :0<r <1}

eine iiberabzédhlbare Menge ist.



