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Grundstrukturen

120 Minuten

Die Priifung besteht aus 8 MC-Aufgaben zu je 2 Punkten und aus 4 offenen Fragen zu je
8 Punkten. Bei den MC-Aufgaben ist jeweils eine Antwort richtig. Bei den offenen Fragen
gibt es natiirlich auch Punkte fiir richtige Zwischenschritte und bei Berechnungen muss die
Rechnung klar ersichtlich sein.

1. formale Logik. Sei M ein Modell einer .Z-Theorie T und sei o ein .Z-Satz.
Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

(a) Aus M |= o folgt T+ o.
(b) Aus T o folgt M |= 0.
(¢) Aus M | —o folgt T ¥ o.
(d) Aus T+ —o folgt M - o.

Lésung: (a) ist die korrekte Antwort, denn die Aussage (a) ist falsch: Es gibt beispielsweise
Modelle von Gruppen bei denen der Satz, ”Jedes Element ist selbstinvers.”, wahr ist. Er kann
jedoch nicht aus der Gruppentheorie bewiesen werden, da er nicht fir alle Modelle von Gruppen

stimmd.

2. Ordinalzahlen. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
(I) wU{w}U{wU{w}} ist eine Ordinalzahl.
(II) wUJw ist eine Ordinalzahl.

(III) wU|J{w} ist eine Ordinalzahl.

(a) (D), (I1), (II) (¢) (II), (I)
(b) (D), (1) (d) (1), (1)

Lésung: (a) ist richtig, da (1), (II) und (III) wahr sind: Es ist w eine Ordinalzahl und somit
auch wU {w} = w+ 1 sowie w U {w} U {wU{w}} = wU{w} + 1. Ausserdem ist Jw = w,
U{w} = w und daraus folgt die Aussage.




3. Kardinalzahlen. Fiir Mengen A, B sei AB die Menge aller Funktionen f : A — B und
c=|R]J.
Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

@) |4 =12 (© [#u] =
(b) c=|2w) (@) [%c| =2

Lésung: Die korrekte Antwort ist (a), da diese Aussage falsch ist. Denn nach dem Satz von
Cantor gilt |¢| < |2 (¢)| und weiter ist

“e| = =(2¥)" =2 =2"=|R| =

4. chromatische Zahl. Sei G = (V| E) der ungerichtete Graph mit V = {1,2,3,4,5,6,7,8}
und
{a,b} e F <= a#bANJx,yeV(e+y=ahz-y=0»>).

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(a) x(G)=3
(b) x(G)=2
() x(G)=4
(d) x(G)=5

Lésung: (a) ist richtig, denn die Zahlen 6,7,8 bilden ein Dreieck, woraus folgt x(G) > 3. Alle
anderen Kanten sind von der Form {n,n+1} firn =1,2,3,4,5. Man sieht sofort, dass G mit
drei Farben farbbar ist, sodass keine zwei Elemente in V' durch eine Kante verbunden sind.

5. zyklische Gruppen. Die Gruppe
Cs4 x Cs30
ist isomorph zur Gruppe:
(a) Cya x Ceeo (c) Cy x Cgx Cg x Cos x Cyq
(b) CoxCoxCyxCyxCyxCsxCrxCpy (d) Crg x Cags

Es ist 84 durch 4 teilbar und 330 durch 2. Das heisst, Cgq X Csaqg ist isomorph zu einem Produkt
von zyklischen Gruppen, bei denen genau eine Gruppenordnungen durch 4 teilbar ist und dann
noch eine weitere Gruppenordnung durch 2, aber nicht durch 4. Dies wird nur von Aussage (a)
erfullt.




6. endliche Korper. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(a) Das Polynom f = X? +1 C F3[X] ist irreduzibel.

(b) Das Ideal I = (X® + 1) € F7[X] ist maximal.

() Seig= X?+1 € F;5[X], dann ist F5[X]/(g) ein Korper.

(d) Das Ideal I = (X? + 1) C F5[X] ist maximal.

Léosung: Die Antwort (a) ist die korrekte Losung, da das Polynom X?* + 1 in F3[X] keine

Nullstellen hat und somit nicht in zwei Faktoren mit nicht-verschwindendem Grad zerlegbar
ist. Alle anderen obigen Polynome haben Nullstellen, weshalb die daraus erzeugten Ideal nicht

maximal sein konnen.

7. Ringe. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(I) 51Z C Z ist ein maximales Ideal.

)

(IT) Die multiplikative Gruppe von Zg ist zyklisch.
)
) 7

(IIT) 12%° =12 (mod 17)

(VI) 7% =7 (mod 8)

(a)  (ID), (M), (IV) (c) (D), (IV)
() (1, (1), (1) @ ), (v)

Lésung: Die Aussage (a) ist richtig, denn 51 = 3 - 17 ist keine Primzahl und somit ist das
von 51 erzeugte Ideal in 7, nicht maximal, da 7./517, kein Korper ist. Die zyklische Gruppe
von Zg besteht aus den Elementen 1,2,4,5,7,8 und wird durch 2 und 5 erzeugt. Die beiden
Kongruenzen folgen aus dem Euler’schen Satz, da 12,17 sowie 7,8 teilerfremd sind und p(17) =

16 sowie p(8) = 4 gilt.




8. formale Potenzreihen. Welche der folgenden Gleichungen ist falsch?

V@ DT ) =1 © pu(T[0+)) =%
kelN nelN
1— 22 n
(b) Dlog(z z") =) (d) = 1423 (=2)""
n€lN n€lN ( +Z) n€lN
Lésung: Die Aussage (a) ist die korrekte Losung, da diese Aussage falsch ist. Denn es gilt
1— 22 1
Dy, = Dy, (1 =
1g(1—z> log (1+2) 1+2

Die anderen Identititen sind alle wahr (vergleiche auch mit den Lésungen der Probepriifung).




9. Logik. Sei . = {c,R} eine Signatur, wobei ¢ ein Konstantensymbol und R ein 2-stelliges
Relationssymbol ist. Weiter sei T eine .Z-Theorie, welche wie folgt definiert ist:

(a)

(b)

T= {VmVy(ny—) (z=yV(@=cAy+# c)))}
(4 Punkte) Konstruiere ein Modell M = T mit einem 4-elementigen Bereich, sodass gilt:
M = VaVy(Rzy — y = c)

(4 Punkte) Konstruiere (bis auf Isomorphie) alle Modelle M |= T mit einem 3-elementigen
Bereich, fir die gilt:
M [ VaVy (R:vy — Ry:v)

Losung:

(a)

(b)

Seien <M, a, 5,7 die 4 verschiedenen Elemente des Bereichs eines Modells M. Betrachte
zuerst zwei verschiedene Elemente x,y € {cM, o, 8,7}, Dax = MAy # M und
y = cM nicht gleichzeitig gelten konnen, gilt also =Rxy, wenn x # y. Und falls x =y, so
qilt wegen y = <™ und der Transitivitit des logischen Symbols Gleichheit auch v = cM.
Somit konnen hochstens die zwei Modelle My und My mit den jeweiligen Relationen Ry, Ro

und ihren Relationstabellen

Ri | Mo B oy Ry | ™ an B
M M2 |

a1 %)

B B2

il V2

evistieren. Tatsichlich gilt M; |= T und M; = VaVy(Rey — y = ¢) firi=1,2.

Sei M,y B; der Bereich von M; mit Relationssymbol R;, wobei die Elemente ™, oy, f3;
paarweise verschieden sind. Dann bedeutet M; = VxVy(Ria:y — Riyzv), dass R; sym-
metrisch sein muss. Da die Bedingung x = c ANy # ¢ nicht symmetrisch ist, kann R;xy
fir x,y € {cMi ay, 8} nur gelten, wenn x = y gilt. Wir finden somit die folgenden
nicht-isomorphen Modelle M;:

Ri | M ay B Ry | ™M oy S Ry |™M a3 f
M M2 | x M1

(0%} (e%)) Qs X

B B2 B3

Ry | M ay By Rs [ M a5 B R | ™ as B
M2 [ x M M2 |

Oy X (07 X Qg X ’
B Bs X Be X

Ausserdem gilt M; = T und M; = V:z:‘v’y(Rixy — Riyx) firi=1,2,3,4,5,6.




10. Graphentheorie.

(a) (4 Punkte) Gegeben sei der folgende Digraph G:

Wie viele verschiedene Pfeilfolgen der Lange 4 gibt es vom Knoten 3 zum Knoten 17



(b)

(4 Punkte) Ergénze die folgende (unvollstandige) zyklische Folge zu einer De Bruijn-Folge
der Lange 16, und zwar auf alle moglichen Arten:

0100001101

Losung:

(a)

(b)

Die Adjazenzmatriz von G ist

O W N =
O = = =
=
O = W N

Die Anzahl Kanten vom Knoten 3 zum Knoten 1 entspricht dem Koeffizient a := a@f‘ﬂ € N.

Damit wir diesen Koeffizienten von A* bestimmen kénnen, gehen wir wie folgt vor: Wir
berechnen zuerst die dritte Zeile und die erste Spalte von A?:

1 1 0 2 1 10 2 3 *x *x %
21 2 3 21 2 3| 10 % % =
31 01 3101 |5 439
0010 0010 3 *x x %

Wenn wir nun das Skalarprodukt vom dritten Zeilenvektor von A% mit dem ersten Spal-
tenvektor von A% berechnen, dann bekommen wir schliesslich die Gleichung

afl =5.3+4.104+3-5+9-3=97.
Also gibt es genau 97 Pfeilfolgen vom Knoten 3 zum Knoten 1.

Bei dieser Aufgabe gibt es verschiedene Méglichkeiten, wie man vorgehen kann. Beispiel-
sweise kénnen wir diese mit Graphentheorie losen: Sei Gy = (V, E) mit

Vv I:{<b17b2,b3> . bz € {0, 1}},
B ={({b1, b2, bs), (b2, b3, ba)) = (b1, b2, by), (b2, b3, ba) € V'}

Aus der Vorlesung wissen wir, dass alle De Bruijn-Folgen der Linge 2* einem eindeutigen
Euler’schen Pfeilzug in G4 entsprechen. Da wir die ersten 10 Ziffern der De Bruijn-
Folge bereits kennen, wissen wir, dass der Weg in den Bildern unten rot eingezeichnet
sicher im zugehorigen FEuler’schen Pfeilzug vorkommen muss. Des Weiteren sehen wir
sehr schnell, dass es genau zwei Moglichkeiten gibt, wie wir den Pfeilzug vervollstindigen
konnen. Somit gibt es genau die zwer Losungen wie unten in den Bildern:

0100001101071 T1TT1T120

und

010000110111 100°1









Alternativ kann man diese Aufgabe auch mit logischem Schlussfolgern losen. Dazu sei
(an)n=1,.16 die gegebene De Bruijn-Folge. Wir konnen nun wie folgt vorgehen, um die
weiteren Folgenglieder zu finden:

e Es muss gelten a13 = 1, denn sonst kommt die Sequenz (1,1,1,1) nirgends vor.

Y Y )

060100001101 . .1

Es muss auch gelten a1o = 1. Denn falls a1o = 0, dann muss die Sequenz (1,1,1,1)
bei den letzten vier Ziffern vorkommen und da es genau 8 Nullen und Einsen in der
Bruign-Folge gibt, ware dann auch a;; = 0. Das geht aber nicht, da die Sequenz

(0,1,0,0) dann doppelt in der De Bruijn-Folge vorkommen wirde. Wir haben also

060100001101 . 11

e Nimm nun an ay; = 0, dann muss gelten ar4 = 1 und a5 = 1, damit (1,1,1,1) ein-
mal in der De Bruiyn-Folge vorkommt. Dann enthdlt die unvollstindige De Bruijn-
Folge bisher genau 8 Einsen und 7 Nullen. Folglich muss fiir die letzte fehlende Zahl

der De Bruijn-Folge gelten a1 = 0 und somit haben wir den Lésungskandidaten:

01 000O0110101T1TT1T1F20

o Fulls a;; = 1, dann wdre ayy = 0, denn sonst wirde die Folge (1,1,1,1) zweimal
vorkommen. Da die Folge (1,1,0,0) noch nicht vorkommt, muss gelten a;5 = 0 und
schlussendlich ayg = 1, damit die De Bruijn-Folge dieselbe Anzahl Einsen und Nullen

hat. Wir erhalten also noch einen zweiten Losungskandidaten:
01 0000110111100 °1

Wir sehen, dass die beiden obigen Kandidaten die einzigen méoglichen Vervollstandigungen
der gegebenen De Bruijn-Folge sind. Folglich haben wir alle Losungen gefunden.
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11. Modulorechnen. Finde mit dem verallgemeinerten Euklid’schen Algorithmus eine ganze
Zahl m mit 1 < m < 155 fiir die gilt:

(113™" = 113" (mod 155)

Lésung: Da 155 = 531 mit 54 113 und 31 1 113 sind 113 und 155 teilerfremd. Ausserdem
gilt ©(155) = ¢(5) - ¢(31) = 4 - 30 = 120. Das heisst, mit dem Euler’schen Satz folgt 113'%° =
1 (mod 155). Das impliziert, dass die obere Kongruenz sicher dann erfillt ist, wenn gilt

13-m =14 (mod 120).
Diese Kongruenz ist aquivalent zu

13-m'=1 (mod 120)
fiir m' =m — 1. Wir verwenden nun den vEA:

120 = 9-1343

13 = 4:-3+1
3 = 3140
L[ [9[4] 3]

0[1]9]37]120
1(0[1] 4] 13

Es gilt also 13- 37 — 120 -4 = 1. Also gilt auch 13 -37 =1 (mod 120). Wihle also m' = 37
und somit ergibt sich m = 38. Somit erfillt m = 38 auch (113™)" = 113" (mod 155) mit
1 <m < 155.
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12. endliche Geometrie. Die 49 Elemente (z,y) € I; x F; seien die Punkte der endlichen
Koordinatenebene E,qg.
Fiir alle a,b, ¢ € 7 mit a # 0 definiert die Menge
g(b,c) = {(aﬁ,y> € By :y= bx—i—c}
eine Gerade und
p(a,b,c) := {(:c,y> € FEy:y=ax®+bx+ c}

eine Parabel in Eyq.

(a) (1 Punkt) Wie viele Punkte hat die Parabel p(2,3,5)?
(b) (3 Punkte) Berechne die Schnittpunkte der Parabel p(2,3,5) mit der Geraden g(4, 1).

(¢) (4 Punkte) Gibt es eine Gerade oder eine Parabel, welche durch die 3 Punkte (2,0), (1, 3), (6,2)
geht? Begriinden Sie Thre Antwort.
Losung:
(a) Fiir a,b,c € F; gibt es fiir jede Wahl von x € Fy; ein wohldefiniertes y = ax* + bx + c.
Das heisst, jede Parabel p(a,b,c) besitzt genau 7 Punkte.
(b) Der Schnittpunkt (x,y) von p(1,2,3) und g(4,1) muss die beiden Gleichungen
y=2x>+3x+5
Yy = dr +1
erfillen. Setzt man y der zweiten Gleichung in die erste ein (oder umgekehrt), so erhdlt
man
20° +3r+5=4x+ 1.
Multipliziert man mit 4 und subtrahiert danach 2z + 4 auf beiden Seiten der obigen Gle-
ichung, so erhdlt man
2+ 3 +2=0.
Da z? + 3z = (x + 5)* — 4, konnen wir auf beiden Seiten der oberen Gleichung mit 2
addieren und erhalten
(z+5)*=2.
Nun hat 2 in F; die Wurzeln 3 und 4, also erhalten wir die beiden Gleichungen
r+5=3
r+5=4.
Daraus lisst sich nun x; = 5 und xo = 6 berechnen. Setzt man diese Werte fiir x in die

Geradengleichung von g(4,1) ein, so bekommt man y; = 0 und yo = 4. Das heisst, die
Schnittpunkte von p(1,2,3) und g(4,1) sind (5,0) und (6,4) .

(c) Wir setzten die drei Punkte in die allgemeine Parabelgleichung y = ax® + bx + ¢ ein und
erhalten drei verschiedene lineare Gleichungen mit a,b,c € F:

da+2b+c=0



Subtrahiert man die zweite von der dritten Gleichung, so erhdilt man 5b = 2—3 = 6, wobei
wir mit 3 multiplizieren konnen und dann bekommen wir b = 4. Subtrahieren wir die
2weite von der ersten Gleichung und setzten dort b = 4 ein, so erhalten wir 3a +4 = —3.
Addieren wir auf beiden Seiten dieser Gleichung mit 3, so erhalten wir 3a = 0 und somit
auch a = 0. Subtrahieren wir nun von der ersten Gleichung 4a+2b und setzten wir a = 0
und b =4 ein, so erhalten wir schliesslich c = —2-4 =6. Da a = 0 gilt, gibt es also keine
Parabel, die durch die obigen drei Punkte geht. Hingegen liegen die drei Punkte offenbar
auf der Geraden g(4,60).
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