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100.

101.

(a)

Sei R ein kommutativer Ring. Beweisen Sie mit dem Teichmiillerprinzip, dass jedes
echte Ideal in R zu einem maximalen Ideal erweitert werden kann.

Bemerkung: Es gilt auch die Umkehrung.

(b) Beweisen Sie mit (a), dass jeder Korper einen algebraischen Abschluss besitzt.
Losung:
(a) Sei I & R ein echtes Ideal in R und sei ¢4 die Familie aller Mengen X < R, sodass

(b)

1¢ (X ul),dh. das von X U I erzeugte Ideal ist ein echtes Ideal in R. Dann hat ¢
endlichen Charakter und mit dem Teichmiillerprinzip existiert ein maximales Element
m € ¢. Aus der Maximalitidt der Menge m € ¢ folgt, dass m ein maximales Ideal ist
welches I enthilt.

Sei K ein Korper. Wir wenden die Konstruktion aus der Vorlesung an. Auf Seite 114e
in Kapitel 17 wurden ein Ring K [Z] und ein Ideal I < K[Z] definiert. Aus Aufgabe
(a) folgt nun, dass ein maximales Ideal m € K[Z] existiert mit / < m. Wir definieren
L := K[Z]/m. Dies ist ein Korper weil m maximal ist. Sei u € K[X] ein Polynom.
Dann gilt in L[ X] die Gleichung

aufgrund der Vieta-Relationen (Serie 17, Aufgabe 87) und der Definition von /. Also
zerfillt u in Linearfaktoren. Das Argument in Aufgabe 101 beweist, dass L/K alge-
braisch ist. Also ist L/K ein algebraischer Abschluss.

Beweisen Sie die Behauptung 3 im Beweis der Existenz eines algebraischen Abschlusses.
Das heisst, beweisen Sie, dass die konstruierte Erweiterung algebraisch ist.

Losung: Sei a € Quot(K[Z]/p). Dann existieren f, g € K[Z]/p mit

Da die Quotientenabbildung surjektiv ist, existieren Polynome f,ge K [Z], mit

und

f=f (modp)

g=g (mod p).



102.

Nun haben die Polynome f und ¢ nur endlich viele Monome, also existiert eine endliche
Untermenge Z, < Z mit f, g € K[Z,]. Die obige Gleichung impliziert « € K(z : z € Zp).
Also reicht es aus zu beweisen, dass jedes 2m

einer endlichen Erweiterung von K.

algebraisch iiber K ist, weil dann liegt « in

Die Vieta-Relationen (siehe Serie 17, Aufgabe 87) implizieren
u(a) = [ [l = =)

n (K[Z]/p)[z]. Insbesondere folgt nun

fiir alle z. Das Polynom w hat Koeffizienten in /K, also ist 2 algebraisch tiber K.

Sei L : K eine beliebige Korpererweiterung. Die Menge K aller iiber K algebraischen
Elemente von L heisst der (relative) algebraische Abschluss von K in L. Zeigen Sie:

(a) K istder eindeutige grosste Zwischenkorper von L : K, der algebraisch iiber K ist.

(b) Ist L algebraisch abgeschlossen, so ist K ein algebraischer Abschluss von K im Sinne
der Vorlesung.

(c) Gilt die Folgerung in (b) auch im Fall R : Q (d.h. fiir L = R und K = Q)?

(d) Seien Q der algebraische Abschluss von @ in C, und Q+ der algebraische Abschluss
von Q in R. Zeige [Q : Q+] =2

Lésung: (a) Gemdss Vorlesung liegen Summe, Differenz, Produkt und (sofern definiert)
Quotient zweier Elemente aus K in K, also ist /X ein Zwischenkdrper der Erweiterung
L : K. Die Kérpererweiterung K : K ist nach Konstruktion algebraisch, denn jedes Element
aus K ist algebraisch iiber K. Weiters ist jedes Element aus L\K transzendent iiber K,
weshalb jeder echte Oberkorper von K in L transzendente Elemente enthilt. Somit ist &
der eindeutige grosste tiber K algebraische Zwischenkorper von L : K.

(b) Sei f € K[X] ein nichtkonstantes Polynom. Da L algebraisch abgeschlossen ist, hat f
eine Nullstelle @ in L. Als Nullstelle von f ist a algebraisch tiber A und liegt deshalb in
K. Somit hat jedes nichtkonstante Polynom in K [X] eine Nullstelle in K. Weiters ist die
Korpererweiterung K : K gemiiss (a) algebraisch. Also ist K ein algebraischer Abschluss
von K.

(c) Das Polynom X2 + 1 € Q[X] hat keine Nullstelle in R, also ist @ — R nicht algebraisch
abgeschlossen und somit kein algebraischer Abschluss von Q.

(d) Nach Konstruktion ist
= {x € R : z algebraisch iiber Q} = Q N R.

Wegen (c) gilti @\Qi insbesondere ist Q+ 4+ Q. Betrachte nun ein beliebiges z € Q\Q+
Dann ist das konjugiert komplexe z eine weitere Nullstelle des Minimalpolynoms von z
iiber Q und liegt daher ebenfalls in Q. Somit liegen auch r; := Re(z) = (z + 2)/2 und
79 := Im(2) = (2 — 2)/2i in Q. Da nun r; und 7, reell und algebraisch iiber Q sind, liegen
r1 und ro somit in @+. Wegen z = ry + i - 1o, ist die Menge {1, ¢} also eine Q+-Basis von Q).

Somitist [Q: Q'] =



103. Sei p eine Primzahl. In dieser Aufgabe konstruieren wir einen algebraischen Abschluss von
I, ohne das Primidealtheorem zu verwenden.

(a)

Konstruieren Sie fiir jedes n > 1 einen Kérperhomomorphismus

(1077,: ]Fpn! — ]Fp(n-i-l)!.

(b) Fiir n = m definieren wir nun die Abbildung

(pmn: Fpm! — ]Fpn!

als die Verkniipfung ¢,, 1,2 - - - o, WObel @,,,, = id. Wir definieren die Quotienten-

menge
o0
]Fp = (U]Fpn’)/ ~
=1

wobei ~ folgende Aquivalenzrelation ist: Sei x € I und y € . Dann gilt z ~ y
dann und nur dann falls fiir alle N' > max(n, m) die Gleichung v,n(7) = @mn(y)
gilt. Konstruieren Sie eine Addition und eine Multiplikation auf I,

(c) Nehmen Sie an, dass die Menge Fp mit Threr Addition und Multiplikation ein kommu-
tativer Ring ist. Beweisen Sie, dass I, ein Korper ist.
(d) Beweisen Sie, dass I, ein algebraischer Abschluss von I, ist.
Losung:
(a) Sein = 1. Wir betrachten den Unterkorper
k= {r el mr: " = x}.
Dies ist ein Unterkorper weil die Frobeniusabbildung ein Kérperhomomorphismus ist.
Die Elemente dieses Korpers sind genau die Nullstellen von X?" — X . Dieses Polynom
teilt X?"™" — X, also hat der Korper k genau p™ Elemente. Nun erhalten wir aus
Aufgabe 91 (b), Serie 18 einen Isomorphismus
]Fpn! — k
Wir verkniipfen diesen Isomorphismus mit der natiirlichen Inklusion £ — I n+1) und
erhalten so den gewiinschten Kérperhomomorphismus
SOTL: ]Fpn! — Fp(n+l)!.
(b) Sei0 € IF, und 1 € I, das Null- und Einselement. Die Aquivalenzklassen dieser

Elemente in I, bezeichnen wir mit [0] und [1].
Sei 29 € F, und yo € F,. Dann existieren n,m > 1, z € Fyu, y € Fm, so dass
xo = [x] und yo = [y]. Dann existiert N > 1, sodass N > nund N > m. Wir
definieren

zo + Yo := [onn(T) + Pmn(Y)]
und

o - Yo := [pun (@) - mn (y)]-

3



(©)

(d)

Wir beweisen nun, dass die Addition wohldefiniert ist. Fiir die Multiplikation kann
man dhnlich argumentieren. Zuerst beweisen wir, dass die obige Definition nicht von
der Wahl von N abhingig ist. Sei N’ > NN, dann gilt

[an () + ©mn (Y)] = [N (Onn (@) + @mn(Y))] = [Pan' () + Qmne (y)]-

Also kénnen wir bei fixierten Répresentaten = und y die Zahl N beliebig gross wéhlen.
Seien € Fyn, § € Fpm mit 29 = [Z] und yo = [g]. Wir wihlen ein N > 1 mit
N = max(m,n,m,n). Dann gilt ¢, n(z) = pan(Z) und @,,n(y) = @mn(7) nach
Definition der Aquivalenzrelation. Also erhalten wir nun

[enn () + ©mn (Y)] = [wan (T) + @an(F)]-

Dies besagt, dass die Definition der Addition unabhéngig von den gewéhlten Représen-
tanten x und y ist. Also sind die Addition und die Multiplikation wohldefiniert.

Sei x € I, ein Element mit # # [0]. Dann existiert n > 1 und y € Fu, so dass
x = [y]. Nun kann nicht y = 0 gelten, weil dies wiirde = 0] implizieren. Nun gilt

aly™'=[yy 1 =[11].

Also ist IF,, ein Korper.

Wir haben Abbildungen

’in: ]Fpn! — Fp, xXr — [:U]

Nach der Definition der Addition, der Multiplikation, und_ dem Einselement sind diese
Abbildungen Korperhomomorphismen. Insbesondere ist I, eine Erweiterung von If,,.

Um zu beweisen, dass IV, ein algebraisch abgeschlossener Korper ist, reicht es aus zu
beweisen, dass dieser algebraisch iiber IF, ist und dass das Polynom X?" — X iiber I,
mindestens p" verschiedene Nullstellen hat. Dies folgt aus Aufgabe 95 (b), Serie 18.
Sei 2 € F,. Dann existiert n > 1 und = € F,u mit 25 = [z]. Also gilt 27" — 2 = 0.
Nun gilt

n!

2" — o = [27" — x] = [0].
Also ist dies eine algebraische Erweiterung.

Das Polynom X?" — X zerfillt iiber IF,»: und der Kérperhomomorphismus i,, bildet eine
Nullstelle des Polynoms auf eine Nullstelle des Polynoms ab. Also hat das Polynom
p" Nullstellen in I, da es p" verschiedene Nullstellen in I hat und 4,, injektiv ist.



