D-MATH Algebra II FS 2025
Prof. Dr. Lorenz Halbeisen

Musterlosung Serie 22

GALOISGRUPPEN

110.

111.

112.

Sei L : K eine algebraische Korpererweiterung und sei A < L eine Untermenge mit L. =
K (A). Formalisieren und beweisen Sie folgende Aufgabe: Jedes Element der Galoisgruppe
von L : K ist durch seine Wirkung auf die Elemente in A vollstindig bestimmt.

Losung: Seien p,1: L — L zwei Elemente der Galoisgruppe mit |4 = 1|4. Dann ist
@ = 1.

Beweis: Die Menge {b € L : ¢(b) = 1(b)} ist ein Zwischenkorper der Erweiterung L : K,
der A enthilt, denn offensichtlich ist die Menge abgeschlossen unter Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division. Da L aber der kleinste Korper ist, der K und A enthilt, folgt
{be L: @) =1(b)} = L. Somit stimmen ¢ und ¢ auf ganz L iiberein und sind folglich
gleich.

Bemerkung: In diesem Beweis haben wir weder gebraucht, dass L : K algebraisch ist, noch
irgendeine Aussage iiber den Bildbereich von ¢ oder 1.

Sei L der Zerfillungskorper von einem Polynom f € K[X| vom Grad n. Beweisen Sie die
Teilungsrelation |Gal(f)| | n!.

Losung: Seien ay, . .., a, die Nullstellen von f und sei S(ay,...,a,) die Symmetriegruppe
von {ay, ..., a,}, d.h. die Gruppe aller Permutationen von ay, . . ., a,.

Weil nach Definition Gal(f) = Gal(L; : K), ist mit Satz 19.4 Gal(f) isomorph zu einer
Untergruppe von S(ay, . .., a,).

Weil nun S(ay,...,a,) isomorph ist zu einer Untegruppe von .S, folgt, dass Gal(f) iso-
morph ist zu einer Untergruppe von S,,. Mit |.S,,| = n! und dem Satz von Lagrange erhalten
wir |Gal(f)| | nl.

Sei K ein Korper mit positiver Charakteristik p. Wir betrachten das Polynom
P=X"-—X—ae K[X]
mit a € K. Sei L ein Zerfallungskorer von P iiber K und « € L eine Nullstelle von P.

(a) Beweisen Sie die Gleichung

P = H(X—(CH—:U)).

zelFy,

Schliessen Sie daraus, dass P separabel ist.
(b) Seio € Gal(P). Beweisen Sie 0(«) — a € F,,.
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Beweisen Sie, dass die Abbildung
¢: Gal(P) - F), 0 —o(a) —«

ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist.

(d) Beweisen Sie, dass P irreduzibel ist, dann und nur dann falls @ ein Isomorphismus ist.

(e) Beweisen Sie, dass P reduzibel ist, dann und nur dann falls ein g € K mit ¢ — g = a
existiert.

Losung:

(a) Seix € IF,. Dann gilt 27 = x, also haben wir die Gleichung

(b)

(c)

(d)

Pla+z)=(a+z) —(a+z)—a
=+ —a—z—-a
=(a?—a—a)+2P—z=Pla)=0.

Also ist & 4+ z auch eine Nulstelle von P. Somit gilt (X — (« + x))|P.
Da die Polynome (X — (a + z)) fiir verschiedene x € I, teilerfremd sind, folgt nun

P=]][(X—(a+u2))

el

Die obige Gleichung impliziert, dass jede Nullstelle von P einfach ist. Insbesondere
hat jeder irreduzible Faktor von P einfache Nullstellen, also ist P separabel.
Es gilt

P(o(a)) = a(P(a)) = 0.
Also folgt aus Aufgabe (a) o(«o) — a € I,
Seien o, ¢’ € Gal(P). Es gilt ¢’(2) = z fiir alle z € K, insbesondere gilt o’(z) = z fiir
alle x € I',. Also folgt

Dies impliziert
P(o'o) =o'(0(a)) —a =od'(0(a)) — o' (a) + 0'(a) — a = P(0) + P(0).

Seien 0,0’ € Gal(P) mit ¢(0) = P(0’). Aufgabe (a) impliziert L = K(«). Wir
erhalten

ola) =a+P(0) =a+ (') =o' (a).
Also folgt o = ¢’ aus Aufgabe 110.
Wir nehmen an, die Abbildung @ ist ein Isomorphismus. Die Separabilitit von P im-
pliziert [L : K] = |Gal(P)| = p. Wir haben L = K («), also hat das Minimalpolynom
von « iiber K Grad p. Da das Minimalpolynom das Polynom P teilt, folgt das P das
Minmalpolynom ist. Also ist es irreduzibel iiber K.

Wir nehmen an P ist irreduzibel. Das Minimalpolynom von « € L teilt P, also ist es
P. Insbesondere gilt [L : K| = p. Weil P separabel ist, folgt |Gal(P)| = p. Also ist &
ein Isomorphismus, denn @ ist injektiv.
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(e) Wir nehmen an P ist reduzibel. Dann ist die Abbildung @ kein Isomorphismus, also ist

die Galois-Gruppe von P trivial, denn die Abbildung @ identifiziert die Galois-Gruppe
von P mit einer echten Untergruppe von IF,,. Die einzige solche Gruppe ist jedoch die
triviale Gruppe. Da P separabel ist, hat der Zerfallungskorper L : K Grad 1. Also liegt
eine Nullstelle von P in K.

Falls eine Nullstelle von P in K liegt, dann kann P nicht irreduzibel sein.

Sein > 1 und K ein Korper. Wir nehmen an, es existiert eine primitive n-te Einheitswurzel
(n € K, das heisst (] = 1und (" # 1 fiir alle 1 < m < n. Wir betrachten das Polynom

P=X"—ac K[X]

mit a € K. Sei L ein Zerfallungskorper von P iiber K und o € L eine Nullstelle von P. Wir
definieren die abelsche Gruppe der n-ten Einheitswurzeln

fn ={re K :z" =1},

wobei die Gruppenoperation die Multiplikation ist.

(a)

(b)

(c)
(d)

Beweisen Sie, dass der Gruppenhomomorphismus
Z/n'l — pip,a > G

ein Gruppenisomorphismus ist. Wieso ist diese Abbildung nicht natiirlich?
Beweisen Sie die Gleichung
P=][(X-¢a).
3597
Schliessen Sie daraus, dass P separabel ist.
Sei o € Gal(P). Beweisen Sie % € fn.
Beweisen Sie, dass die Abbildung

&: Gal(P) — .0 2
(6%

ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist.

(e) Beweisen Sie, dass diese Abbildung ein Isomorphismus ist, dann und nur dann falls P
irreduzibel ist.

Losung:

(a) Wir nehmen an, der Homomorphismus ist nicht injektiv. Dann ist der Kern dieser

Abbildung nichttrivial, also existiert ein m € Z/nZ mit m # 0 und (" = 1. Somit ist
(, keine primitive n-te Einheitswurzel und wir erhalten einen Widerspruch.

Jedes Element £ € p,, ist eine Nullstelle des Polynoms X" — 1. Da dieses Polynom
hochstens n Nullstellen hat, folgt

bl < .
Also ist der Homomorphismus eine Bijektion, denn er ist bereits injektiv.

Dieser Isomorphismus ist nicht natiirlich, weil in seiner Konstruktion eine Wahl einer
primitiven n-ten Einheitswurzel getroffen wurde. Man konnte diesen Isomorphismus
mit einer beliebigen anderen n-ten Einheitswurzel konstruieren.
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(b) Fiir jedes £ € p,, gilt
(la)" =£"a" =a" = a.

Also sind die Elemente £« Nullstellen des Polynoms P. Aus Aufgabe (a) folgt, dass
dies n verschiedene Elemente sind. Es folgt

P=]](X ¢
EEpn

Die Nullstellen von P sind einfach, also sind die Nullstellen der irreduziblen Faktoren
von P einfach. Also ist P separabel.

(c) Esgilt
P(o(a)) =0,

also folgt die Behauptung aus Aufgabe (b).
(d) Seien 0,0’ € Gal(P). Dann gilt o(§) = & fiir alle £ € p,,, also folgt

#(0) = /(@) = Z 75

Dies impliziert

Doy~ T _ @) ) g

CUT T T o) «

Aus Aufgabe (a) folgt L = K(a). Wie in Aufgabe 112 (c) kann man nun schliessen,
dass die Abbildung @ injektiv ist.

(e) Wir nehmen an, die Abbildung @ ist ein Isomorphismus. Das Polynom P ist sepa-
rabel, also hat die Erweiterung K («) : K Grad n, denn L = K(«). Also hat das
Minimalpolynom von « iiber K Grad n. Somit ist P irreduzibel.

Wir nehmen nun an, das Polynom P ist irreduzibel. Das Minimalpolynom von o € L
teilt P, also ist es P. Insbesondere folgt [L : K| = n. Da P separabel ist, folgt
|Gal(P)| = n. Die Abbildung @ ist also ein Isomorphismus, da sie injektiv ist.

Sei K ein Korper mit positiver Charakteristik p. Wir betrachten ein irreduzibles Polynom
P = X? — a e K[X]. Bestimmen Sie die Galois-Gruppe Gal(P).

Losung: Wir betrachten die Erweiterung L := K[X]/(P) von K. Sei a'/? := X € L, dann
gilt
XP—a=(X-— al/p)p.

Sei L' : K ein Zerfallungskorper von P und o € L' eine Nullstelle von P. Dann ist P
das Minimalpolynom von « iiber K, denn P ist irreduzibel. Also folgt p|[L’ : K]. Die
Erweiterung L : K ist eine Erweiterung von Grad p, in welcher P zerfillt, also folgt die
Ungleichung [L’ : K| < p. Somit gilt [’ : K| = p, also ist L : K ein Zerfallungskorper
von P iiber K.

Sei 0: L — L ein K-Automorphismus von L. Wir haben P(c(a'/?)) = 0, also folgt
o(a'/?) = a'/?. Da die Erweiterung L : K durch a'/? generiert wird, folgt o = id. Also ist
die Galois-Gruppe von P trivial.



