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DISKRIMINANTE

Dieses Aufgabenblatt behandelt die Diskriminante. Sei K ein Korper mit char(K) # 2. Sei f ein
Polynom und L der Zerfallungskorper von f iiber K. Sei G := Gal( f) die Galois-Gruppe von f.
Wir betrachten o, . .., o, € Ly mit

f= ﬁ(X — ).

=1

Dann definieren wir

A= H(ai — o).

1<J

Die Diskriminante von f ist gegeben durch
disc(f) := A”.

Sei L : K eine algebraische Erweiterung von K, « € L, und g € K[X] das Minimalpolnom von «
tiber K. Wir definieren die Diskriminante von « als

disc(a) := disc(g).
126. Sei f irreduzibel.

(a) Beweisen Sie, dass fiir jedes o € G die Gleichung o(A) = + A gilt.
(b) Schliessen Sie aus der obigen Aufgabe disc(f) € K.

Losung:

(a) Sei o € (G, dann wirkt o auf den Nullstellen von f. Demnach existiert 7 € .S,, mit
o(a;) = ;). Wir erhalten also

A% = n(ai — ;) = H(@r(z’) - Oéf(j))z = H(U(ai) —0(ay))? = 0(4%).
i<j i<j 1<j
Ist f inseparabel, soist A = Ound o(A) = 0. Ist f separabel, so folgt mit Lemma 20.1,
dass A% e L§ = K. Weil A € Ly gilt somit 0(A)? = 0(A?) = A%, dh. 0(4A) = £A.
(b) Nach Definition ist disc(f) = A? und in (a) wurde A? € K gezeigt.

127. Sei f irreduzibel und separabel. Die Gruppe G wirkt auf der Menge {«q, ..., ,}, also
erhalten wir eine Injektion
t: G— 5,



(a)

Wir erhalten aus Aufgabe 126 eine wohldefinierte Abbildung

1 fallso(4) = A,

.G - {£l}, 0 — .
o {—1 falls 0(A) = —A.

Beweisen Sie die Gleichung @(o) = sgn(i(0)) fiir alle 0 € G.

(b) Schliessen Sie aus der obigen Aufgabe, dass t[G] < A,, dann und nur dann falls disc( f)
ein Quadrat in K ist.

Losung:

(a) SeirT € S, eine Permutation. Die Signatur von 7 ist definiert durch die Formel

(b)

H(XT(’Z) — Xo(j)) = sgn(7) H(Xi - Xj)

1<j 1<j

von Polynomen iiber Z. Sei ¢: Z — K der eindeutige Ringhomomorphismus. Dann
folgt die Gleichung

[ 10 = Xo) = olsen(m) [ (X — X))

von Polynomen iiber K.
Sei 0 € G. In der obigen Formel setzen wir X; = «; und 7 = ¢(0o) ein, dann erhalten

[ [(Cuior) — quorsy) = lsgn(e(o)) | [(es — o).

1<J 1<J

Nach Definition von ¢(c) haben wir av,(»);y = o(a;), also besagt die obige Formel

o(4) = [ [(o(as) = o(a)) = lsgn(e(0)) | [(ei — ;) = p(sgn(e(0)))A.

1<jJ 1<J

Eine Fallunterscheidung mithilfe von Aufgabe 126 (a) beweist die Gleichung

Da A # 0 folgt nun
p(sgn(c(0))) = w(P(0)).

Die Annahme an die Charakteristik ist dquivalent zu p(1) # ¢(—1), also folgt die
Gleichung aus der Aufgabe.

Sei (|G] € A,. Esgilt 0(A) = A fiir alle 0 € G nach Aufgabe 127.(a), also folgt
A € K mit Lemma 20.1. Es gilt disc(f) = A?, also ist die Diskriminante ein Quadrat
in K.

Sei disc(f) ein Quadrat in K. Also liegen die Losungen von X2 — A? in K, somit liegt
A€ K. Esfolgt 0(A) = A fiir alle 0 € G. Also gilt sgn(.(7)) = 1 fiir alle 0 € G und
somit ([G] € A,.



