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Serie 1: Losung

‘Ubung 1. Sei X = [~1,1] als Unterraum von R mit der Unterraumtopologie. Entscheiden Sie fiir jede der folgenden
Mengen in X ob sie offen, abgeschlossen, beides, oder keines von beidem ist:

{xeX|3<k<1}
xeX|i <K<,
xeX|3i<I<1,
eeXly <K<

Losung fiir Ubung 1: Fiir alle Mengen entscheiden wir jeweils fiir die Menge und ihr Komplement, ob sie offen sind.
Das ist genug um zu entscheiden, ob die Mengen offen, abgeschlossen, beides, oder keines von beidem sind.

(a) Die Menge M; = {x € X|1/2 < |x| < 1} ist offen, weil sie auch offen in R ist. Das Komplement
K; ={-1,1}u[-1/2,1/2] C X
ist nicht offen, weil alle offenen Mengen U C R, die 1 enthalten, auch 1 — & mit ¢ > 0 klein genug enthalten.

(b) Die Menge M, ={x € X|1/2 < [x| < 1} ist auch offen, weil

o ((o2) )

11
Ky = |—=, = X
=[]

ist nicht offen, weil allen offen Mengen U C R, die 1/2 enthalten, auch 1/2 + € mit ¢ > 0 klein genug enthalten.

Das Komplement

(c) Die Menge M3 = {x € X | 1/2 < |x| < 1} ist nicht offen, aus dem gleichen Grund wie vorher: alle offenen
Mengen U C R, die 1/2 enthalten, enthalten auch 1/2 — ¢ mit ¢ > 0 klein genug. Aus dem gleichen Grund, ist
das Komplement K3 auch nicht offen.

(d) Die Menge M, == {x € X | 1/2 < |x| < 1} ist abgeschlossen, da sie auch abgeschlossen in R ist. Aber M, ist
nicht offen, aus dem Gleichen Grund wie M3.
‘Ubung 2. Sei X eine Menge.

(a) Zeigen Sie, dass
Ocof ={U C X | X\U ist endlich oder U ist die leere Menge}

eine Topologie auf X ist. Man nennt O die kofinite Topologie.

(b) Fiir welche Mengen X bildet die Menge aller endlicher Teilmengen eine Topologie?

Losung fiir Ubung 2:

(a) Offensichtlich sind # und X in O enthalten. Seien nun U, Uy € O Falls U; = () oder Uy = () ist, so ist
Uy NUs =0 € O Sei also Uy # B # Us. Dann gilt nach den De Morganschen Gesetzen, dass

X\(Uy NUy) = (U; NUs)E = US UUS

als Vereinigung zweier endlicher Mengen ebenfalls endlich ist. Also ist U; N Uy € Ogf. Sei nun 8§ C Oyt
beliebig. Wir behaupten, dass [ J;cs U € O gilt. Falls die Kardinalitdt von 8 kleiner als 2 ist, so ist nichts zu
zeigen. Sei also [8] > 2. Dann gibt es ein U # ) in 8. Folglich ist

X\ [J ucxiu
ues

endlich und somit ist [ J,cg U in O enthalten.
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(b) Dies ist nur der Fall fiir endliche Mengen X.

‘Ubung 3. Sei X eine Menge.
(a) Seien d; und ds Metriken auf X, so dass es eine reelle Zahl a > 0 gibt mit
di(x,y) < da(x,y)*®

fur alle (x,y) € X x X. Beweisen Sie, dass d, eine feinere Topologie als d; auf X induziert. Nehmen Sie jetzt
zusédtzlich an, dass es eine reelle Zahl b > 0 gibt mit

dg(XﬂJ) g dl(va)b
fur alle (x,y) € X x X. Beweisen Sie, dass d; und d, dieselbe Topologie auf X induzieren.

(b) Sei d eine Metrik auf X. Zeigen Sie, dass

d(x,y)

d(x,y) = m

eine Metrik auf X definiert. Zeigen Sie, dass 6 und d dieselben Topologien definieren. Zeigen Sie 5(x,y) < 1
fur alle (x,y) € X x X. (Dies demonstriert, dass man in jedem metrischen Raum die Metrik so d&ndern kann,

dass zwei beliebige Punkte den Abstand < 1 haben, ohne die Topologie zu dndern.)

Losung fiir Ubung 3:

(a) Sei7; die Topologie auf X, die von d; induziert ist. Wir wollen zeigen, dass 77 C T5. Sei U C X eine offene
Menge beztiglich T; und sei x ein Punkt in X, der in U liegt. Da U offen ist, gibt es ein v € R mit

Ba, (x,7) C U.
Aus der Ungleichung folgt
Ba,(x, /%) c U.

Dies gilt fiir jeden Punkt x € U, also ist U auch offen beztiglich T>. Das heisst, 75 ist feiner als 7;. Wenn die
zweite Ungleichung gilt, so ist sowohl T; feiner als 77, als auch T; feiner als T5. Das heisst, T = Ta.

(b) Esist klar, dass 6 symmetrisch und positiv definit ist. Es bleibt noch die Dreiecksungleichung zu zeigen. Als
erstes zeigen wir, dass fiir alle a,b € R>¢

1 1 1
2 + .
l1+4a+b " 1+a 14D

14 M

Das entspricht,
I+a+b+1 l+a+b+1
l14a+b 7 (1+a)-(1+D)

S (1+a)(l+b)>(1+a+b)
< 1l4+a+b+ab>14+a+b

< ab > 0.

Aber dies gilt, da a, b nicht-negativ sind. Seien x,y, z € X, dann sind die folgenden Ungleichungen dquivalent.

8(x,y) +8(y,z) = 8(x,2)
S P S L
1+d(x,y) 1+d(y,z) ~ 1+ d(x,z)
1 1 1
> +
1+ d(x,z) 1+d(x,y) 14d(y,z)

<1

<1+

2
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Unter Verwendung von , und weil d eine Metrik ist, folgt

1 1 1 1

1+ >1+ = + .
1+d(x,z) 1+d(x,y)+d(y,z) = 1+dxy) 1+d(y,z)

Wir beweisen jetzt, dass d und 6 die selbe Topologie induzieren. Wir haben Bq4(x, 1) = Bs(x, (1)), fiir
a(t) =t/(1+1). Also ist jeder d-Ball auch ein &-Ball, und somit offen beziiglich 6. Umgekehrt ist Bs(x, r) ganz
X falls v > 1, und gleich B4(x, o« ! (1)) falls v < 1. (Beachte, dass « eine bijektive Funktion [0,1) — [0, c0) ist,
mit Umkehrfunktion a~1(t) = t/(1 — t)). Folglich ist auch jeder §-Ball offen beziiglich d. Das heisst, dass d
und § dieselbe Topologie induzieren.

Vergleiche diese Aufgabe auch mit Exercise 9.8 im Analysis II Script von Joaquim Serra: https://metaphor!
ethz.ch/x/2024/fs/401-1262-07L/notes/Analysis_II_Script_vl.pdf

Uﬁung 4. Sei X ein topologischer Raum und sei A C X eine Menge.

(a) Zeigen Sie, dass das Innere A° die grosste in A enthaltene offene Menge ist, d.h. A° ist offen und fiir jede
offene Menge B C A gilt B C A°.

(b) Zeigen Sie, dass die abgeschlossene Hiille A von A die kleinste abgeschlossene Menge ist, die A enthalt, d.h.
A ist abgeschlossen und fiir jede abgeschlossene Menge B mit B O A gilt B 2 A.

(c) Zeigen Sie, dass das Innere des Rands von A leer ist, d.h. (0A)° = 0.

Losung fiir Ubung 4:

(a) Fiir alle x € A°, gibt es eine offene Menge U, mit x € U, C A. Es folgt U, C A°. Also,
A°= ] U
XEA®°

Das zeigt, dass A° eine offene Menge ist.

Sei B C A eine offene Menge und x € B. Dannx € B C A, also x € A°. Das heisst, dass B C A°.
(b) Fiirallex ¢ A, gibt es eine offene Menge U, disjunkt von A, die x enthélt. Also U, N A =0 und
X\A = [ J Us.
XEA
Das zeigt, dass A eine abgeschlossene Menge ist.

Seien B O A eine abgeschlossene Menge und x ¢ B. Dann x € X\B C X\A, also ist x ein dusserer Punkt von A,
folglich x ¢ A. Das heisst, dass B D A.

(c) Diese Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist Q C R. Man sieht, dass der Rand von Q gleich R ist. Aber das
Innere von R ist R, und nicht leer.

ﬂﬁung 5.(x) SeiZ die Menge aller ganzen Zahlen und
o={aZ+b|aecZ\{0}, beZ}
eine Teilmenge von P(Z).

(a) Zeigen Sie, dass o eine Basis fiir eine Topologie O ist und dass alle Elemente von o beziiglich O abgeschlossen
sind.
(b) Zeigen Sie
-1, = pzZ.

P prim


https://metaphor.ethz.ch/x/2024/fs/401-1262-07L/notes/Analysis_II_Script_v1.pdf
https://metaphor.ethz.ch/x/2024/fs/401-1262-07L/notes/Analysis_II_Script_v1.pdf
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(c) Folgern Sie, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

Losung fiir Ubung 5:

(a) Seien aZ + b und a’Z + b’ zwei Mengen in o. Der Chinesische Restsatz sagt uns, dass der Schnitt dieser
beiden Mengen entweder leer ist, oder selbst wieder von der Form a”Z + b” (fallsb = b’ (mod ggT(a,a’)),
soist a” = kgV(a, a’), andernfalls ist der Schnitt leer — aber das ist fiir die Aufgabe nicht relevant).

Also ist der Durchschnitt von endlich vielen Mengen aus o wieder eine Vereinigung von Mengen aus o;
ausserdem ist Z = 1Z + 0 selbst in o. Es folgt, dass o eine Basis fiir eine Topologie O ist.

Seien a € Z\{0} und b € Z. Das Komplement von aZ + b ist gleich

Kap=n€Z|n#b (moda)}= U (aZ +1b').
b/=b+1,..,b+a—1

Kq,p ist also die Vereinigung offener Menge. Also ist aZ + b abgeschlossen.

(b) Wir wissen, dass es fiir alle Zahlen z # +1 eine Primzahl p mit p | z gibt. Die Gleichung

Z\N-1,1} = ] pZ

P prim
folgt.

(c) Als erstes zeigen wir, dass alle nicht-leeren offenen Mengen unendlich sind. Dies folgt, weil jede nicht-leere
offene Menge Vereinigung von Mengen aus der Basis o ist, und jede Menge in o unendlich ist.
Gabe es nicht unendlich viele Primzahlen, dann wére Z\{—1, 1} die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener

Mengen (hier verwenden wir (a) und (b)). Dann ware Z\{—1, 1} abgeschlossen und {—1, 1} offen; aber {—1, 1}
ist nicht unendlich, das ist ein Widerspruch!

uﬁung 6. Sei N = {1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen und RY = {(xy)nen | xn € R} die Menge aller
Folgen reeller Zahlen. Sei O die Produkttopologie auf RY (das Produkt hat N viele Faktoren, und jeder Faktor ist R).

(a) Sei
min (‘Xn _yn|7 1)

d((xn), (yn)) = Z on )

neN

fiir zwei Folgen (xn)nen und (yn)nen in RY. Zeigen Sie, dass d wohldefiniert? ist und eine Metrik auf R ist.

(b) (xx) Zeigen Sie, dass die von der Metrik d induzierte Topologie gleich O ist?.

(c) Beschreiben Sie eine Metrik e auf H R, welche die Summentopologie der N Kopien von R induziert®.
neN

Losung fiir Ubung 6:

(a) Die Reihe ist absolut konvergent, weil

>

nenN

minﬂxn_yn'al) 1
neN

Wenn (xn )n und (yn )n nicht gleich sind, sehen wir, dass esn € N mit x,, # yn gibt. Dann gilt d((xn), (yn)) >0,
also d ist positiv definit. Seien (xn )n, (Yn)n und (zn)n drei Folgen, dann

(). (zn)) = 3 20—zl 1) 5 min B =9 =2 ) (). (y)) + (). (20).

Das ist die Dreiecksungleichung.



Topologie Friihling 2025

ETH Zirich Lukas Lewark
AT

(b) (basierend auf der Lésung von Joris Liebing) Sei zuerst U beziiglich d offen, wir zeigen, dass U auch in der
Produkttopologie von RN liegt. Sei dazu (xn)n € U . Wegen Offenheit existiert

Ba((Xn)n,T) = {(yn)n c RN, Z min (|xn, _Un‘ 1) < T} cu.

on
neN
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist r = 1/2* mit k € N. Definiere nun:
U, =B(x1,27 % 1) x B(x2,27 % 1) x -+ x B(xgey1,2 1) xRx - -

Dann ist U, offen beziiglich der Produkttopologie und Uy C B4((xn)n, ), was eine einfache Abschitzung
zeigt. Da (xn )n € U beliebig, folgt die Offenheit von U in der Produkttopologie.

Sei nun U in der Produkttopologie. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist
U=U; x...xUgxRx---
Seinun (xn)n € U, ohne Beschrankung der Allgemeinheit finden wir v = 1/2¢ > 0, sodass
V=B(xq,1) X+ xB(x),7T) xRx---CU

Man nehme nun die in der von d induzierten Topologie offene Menge

1
U, =Bg ((Xn)'m 2€+k> .

Es folgt, dass, wenn y darin enthalten ist, gelten muss, dass
1 1
lyr —xl < ?,...,ka—xkl <
Es folgt also U, C V. Aus der Beliebigkeit von (xr, ), erhalten wir also, dass U auch beztiglich d offen ist.

(c) Wir definieren d wie folgt:

d: [IRxJJR=R, (x,y) ~

{ min(dr(x,y),1) wenn x und y in der gleicher Kopie von R sind,
neN neN

1 andernfalls.

Es ist klar, dass d positiv definit ist. Wir beweisen die Dreiecksungleichung. Seien x, y und z drei Punkte in
[1.cn R. Wir bemerken, dass d stets kleiner gleich 1 ist. Wir sollen zeigen, dass

d(x,z) < d(x,y) +d(y,z).

Wenn x, y oder y, z nicht in der gleicher Kopie von R sind, dann folgt die Ungleichung, weil die linke Seite
der Ungleichung stets kleiner gleich als 1 ist. Andernfalls sind x, y, z in der gleicher Kopie von R. Dann folgt
die Ungleichung, weil allen Punkte in die gleicher Kopie von R sind, also ist es die Dreiecksungleichung fiir
die Metrik min(dgr(x,y), 1) auf R.

Ein Ball von Radius kleiner als 1 beztiglich d ist ein Ball in einer der Kopien von R. Daraus folgt, dass die
Topologie von d die Summentopologie ist.

kX X 3k
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Serie 2: Losung

ﬂﬁung 1. Sei X eine Menge und sei Y ein topologischer Raum. Sei f: X — Y eine beliebige Funktion.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge O der Teilmengen von X der Form U = f~!(V) fiir offene Mengen V C Y eine
Topologie auf X ist. Diese heisst Initialtopologie beziiglich f.

(b) Zeigen Sie, dass f: (X,0) — Y stetig ist.

(c) Sei X’ eine Menge mit Topologie O’. Angenommen, alle Funktionen f: X’ — Y’ fiir alle topologischen
Réume Y’ sind stetig. Was konnen Sie tiber O’ sagen?

(d) Sei X’ eine Menge mit Topologie O’. Angenommen, alle Funktionen f: Y’ — X’ fiir alle topologischen
Réaume Y’ sind stetig. Was konnen Sie iiber O’ sagen?

Losung fiir Ubung 1:

(a) Als erstes sehen wir, dass ) = f~1()) und X = f~1(Y) in O liegen. Seien U; = f~1(V;) fiir offene Menge V; und
i € I eine Familie von Mengen in O. Dann,

qu—Uflwn—f10Jw>

iel i€l iel

und da (J;¢; Vi eine offene Menge ist, liegt | J;; Ui auch in O. Wir haben auch

i€l
Nl =f1HvinV),
also liegt U; N Uj auch in 0. Wir haben gezeigt, dass O eine Topologie auf X ist.

(b) Die Funktion f: (X,0) — Y ist stetig, wenn fiir alle offenen Mengen V beziiglich der Topologie von Y f~1(V)
offen ist. Das ist unsere Definition fiir O gewesen!

(c) Sei der topologische Raum Y’ die Menge X’ mit der diskreten Topologie und f schicke x auf x. Alle Teilmengen
V C X’ sind offen beziiglich der diskreten Topologie, also ist V = f~! (V) auch offen beziiglich 0’, weil f stetig
ist. Es folgt, dass O’ auch die diskrete Topologie ist. Umgekehrt ist auch klar, wenn O’ die diskrete Topologie
ist, dass alle Funktionen auf X’ stetig sind.

(d) Sei der topologische Raum Y’ die Menge X’ mit der indiskreten Topologie und f schicke x auf x. Fiir alle
Teilmengen V € O’ soll V = f~1(V) offen beziiglich Y’ sein. Das heisst V = () oder X’. Also ist O’ die indiskrete
Topologie. Es ist auch klar, wenn O’ die indiskrete Topologie ist, dass alle Funktion nach X’ stetig sind.

uﬁung 2. Sei X eine Menge. Zeigen Sie, dass es fiir jede Menge von Teilmengen S C P(X) genau eine Topologie Os
auf X gibt, sodass S eine Subbasis von Os ist. Zeigen Sie weiter, dass dies die kleinste (auch grobste genannt)
Topologie von X ist, die S enthilt, d.h. ist O eine Topologie von X mit S C O, dann gilt Os C O.

Losung fiir Ubung 2: Sei S C P(X). Wir bauen unsere Topologie Os wie folgt. Wir definieren Os C P(X) als die

Teilmenge aller
u=_JNu
ielje]s

fiir alle Familien ( U}))‘e]i,iel von Mengen in S mit J; endlich fiir alle i € I. Vorerst sehen wir, dass ﬂieli U} offen
sein soll, da J ist endlich. Da ), u} ist offen fiir alle i € I, die Menge U soll auch offen sein. Dies zeigt, dass eine
Topologie, die S enthilt, auch Os enthilt. Somit ist O die kleinste Topologie von X ist, die S enthalt, sofern Og eine
Topologie ist. Wir priifen jetzt, dass Os eine Topologie ist. Sei I eine einelementige Menge und J; die leere Menge,

dann .
U -x

ielje]s
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also liegt X in Os. Sei jetzt I die leere Menge, dann
U=
ielje];

also liegt () auch in Os. Seien zwei Elemente von Os gegeben:

u=JNOu, u=1 MNu.

ieljel; iel’jely
Wir definieren X; = ﬂje It U} und X;» = ﬂje I U}/ fiir allei € Tund i’ € 1. Weil N distributiv iiber U ist, haben wir
UOU’_<UX1>Q<U Xi/>— U Xi N Xy
i€l irer ii’elx1/

Den Durchschnitt von X; und X;s kann man auch als (;y, U)? NUje,, U}/ schreiben. Da dies ein Schnitt endlich
vieler offener Mengen ist, folgt dass U N U’ in Os liegt. Wenn Uy fiir k € K in Og liegen, liegt die Vereinigung
Ukek Uk auch in Os (es ist eine grossere Vereinigung von endlichen Schnitten von Elementen von S). Das zeigt,
dass Os eine Topologie ist.

‘Ubung 3.
(a) (x) Entscheiden Sie, welche der folgenden topologischen Raume homdomorph zueinander sind:

R’ R27 (0’ ]')7 [O’ 1), [07 ]‘], sl'
(b) (**) Sind Q und Q* homéomorph?

Losung fiir Ubung 3:

(a) Zuerst sehen wir, dass f: (0,1) — R, x — tan(7tx —71/2) ein Homdomorphismus zwischen (0, 1) und R ist (tan
ist stetig und tan—* auch). Jetzt beschreiben wir verschiedene topologische Eigenschaften fiir die genannten
topologische Rdaume, die zeigen, dass alle anderen topologische Rdume nicht homdomorph zueinander sind.

(i) R = (0,1): Der Raum R\{x} ist fiir keinen Punkt x € R zusammenhé&ngend.
(ii) R?%: Der Raum R?\{xy,...,xy} ist immer zusammenhéngend fiir alle Punkte x1, ..., X, in R?.

(iii) [0, 1): Der Raum [0, 1)\{x} ist fiir keinen Punkt x € (0, 1) zusammenhéngend, aber zusammenhangend
fir x = 0.

(iv) [0, 1]: Der Raum [0, 1]\{x} ist fiir keinen Punkt x € (0, 1) zusammenhé&ngend, aber [0, 1]\{0, 1} ist zusam-
menhédngend.

(v) S': Der Raum S*\{x} ist immer zusammenhéngend fiir alle Punkte x € S*.

(b) Ja, sie sind homdomorph! Die ist ein Spezialfall des Satzes von Sierpinski.

uﬁung 4. Seien X die reellen Zahlen mit der nattirlichen Topologie (der von der euklidischen Metrik induzierten),
und Y die reellen Zahlen mit der von allen Intervallen der Form [a, b) fiir a,b € R, a < b erzeugten Topologie.

(a) Zeigen Sie, dass die Topologie von Y feiner als die Topologie von X ist.

(b) Man beschreibe die stetigen Funktionen f: Y — X.

Losung fiir Ubung 4:
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(a) Sei (a,b) ein offenes Intervall. Wir haben
1 1
= — 1— — .
(a,b) nLgJI\T[anjL( 2n>a,b)

Dies zeigt, dass die Topologie auf Y feiner als die Topologie auf X ist, weil die offenen Intervallen einen Basis
tiir die Topologie auf X sind.

(b) Es geniigt, die Stetigkeit auf einer Basis zu priifen (warum?); d.h. f: Y — X ist genau dann stetig, wenn
f~1((x — ¢,x + €)) offen ist fiir alle x € R und & > 0. Diese Menge ist genau dann offen, wenn fiir jedesy € Y
mity € f1((x —e,x + €)) ein § > 0 existiert, sodass [y,y + &) C f~1((x — &, x + €)). Also ist die Stetigkeit
von f zu folgendem dquivalent: fiir alle x € R, ¢ > 0, und y mit f(y) = x existiert ein §, sodass fiir alle y’ mit
y’ >yundy —y’| < b gilt: [f(y’) — f(y)| < e. Das ist genau die Definition von Rechtsstetigkeit.

Uﬁung 5. In dieser Ubung vergleichen wir Zusammenhang und Wegzusammenhang.
(a) Zeigen Sie, dass ein wegzusammenhangender Raum X auch zusammenhéngend ist.

(b) (*) Zeigen Sie, dass ein zusammenhéngender topologischer Raum X, in dem jeder Punkt eine wegzusammen-
hiéngende offene Umgebung hat, auch wegzusammenhéngend ist.

(c) Zeigen Sie, dass Z mit der kofiniten Topologie zusammenhéngend ist. (Die kofinite Topologie ist in Serie 1
definiert.)

(d) (xx) Zeigen Sie, dass Z mit der kofiniten Topologie nicht wegzusammenhangend ist.

Losung fiir Ubung 5:

(a) Ware X nicht zusammenhéngend, gébe es U und V, zwei offene nicht-leere Mengen mit ULV = X. Seienx € U
und y € V. Es gibt eine stetige Funktion y: [0, 1] — X mit y(0) = x und (1), da X wegzusammenhingend ist.
Dann haben wir y~!(U) Uy —1(V) = [0, 1] aber [0, 1] ist zusammenhéngend. Das ist ein Widerspruch.

(b) Wir betrachten alle x € X die Menge S(x) aller Punkte, zu denen es einen Weg von x gibt. Wir wollen zeigen,
dass die Menge S(x) offen und abgeschlossen ist.

Lemma 1. Sei X ein topologischer Raum, in dem jeder Punkt eine wegzusammenhingende offene Umgebung hat. Fiir
alle x € Xist die Menge S(x) offen.

Beweis. Seien y ein Punkt in S(x) und y: [0, 1] — X ein Weg von x zu y. Mit unserer Hypothese gibt es eine
offene Umgebung U fiir y, die wegzusammenhéngend ist. Also gibt es fiir alle z € U einen Weg v’ von y zu z.
Man kann y und y’ zu einem Weg von x nach z zusammensetzen. Somit U C S(x), und es folgt, dass S(x)
offen ist. 0

Ahnlich beweist man, dass fiir x,y € X entweder S(x) N S(y) = 0 oder S(x) = S(y) gibt. Wir schreiben
X =[] sw.
xeX

All diese Mengen S(x) sind nicht-leer (da x € S(x)) und offen. Da X zusammenhéngend ist, haben wir auch,
dass S(x) = S(y) fiir alle x,y € S(x). In anderen Worter: X ist wegzusammenhéangend.

(c) Wire Z nicht zusammenhingend, gédbe es U und V zwei offene nicht-leere Mengen mit U UV = Z, dann
haben wir auch (Z\U) U (Z\V) = Z. Die Mengen Z\U und Z\V sind abgeschlossen, also sind sie endlich. Da
Z unendlich ist, haben wir einen Widerspruch.

(d) Wir beweisen zuerst ein Lemma.
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Lemma 2. Es gibt keine Familie abgeschlossener Mengen (Fi)icn, von denen mindestens zwei nicht leer sind, mit
FiNF =0 firalli,j € Nund
JF =01
ieN
Beweis. Wir bauen eine Intervallschachtelung
0,1]=Ip2LH2L2...2L2...
nicht-leerer abgeschlossener Intervalle, welche die zwei folgenden Aussagen erfiillt:

e FiralleneN,F, NI, =0.
e Fiir alle i,n € N enthalt F; nicht I,,.

Dann gibt es x € [, ¢y In # 0 mit x ¢ F; fiir alle i € N. Das ist ein Widerspruch.
Wir bauen (I, )r, mit einer vollstindigen Induktion.

Induktionsanfang: Wir definieren I, = [0, 1].

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass Iy, . . . In—1 bereits konstruiert wurden. Wir konnen I,, wie folgt bauen.
Wenn I,,_; NF,, = () gilt, dann tun wir nichts: I,, := I,,_;. Betrachten wir jetzt den Fall I,_; N F,, # (). Nach
Annahme gilt I,,_; ¢ F,,. Also gibt es eine weiteres m # n sodass I,_; N Fy, # (. Man kann offene disjunkte
Mengen U,V € I,_; wihlen sodass F, N I,—; € Uund Fry N I,—1 C V (warum?). Wir definieren I, als
Abschluss einer Zusammenhangskomponente von V. Da Zusammenhangskomponenten offener Mengen in
I,—1 wieder offen sind (warum?), folgt, dass I, ein abgeschlossenes Intervall ist. Nach Konstruktion ist es
enthalten in I, ; und disjunkt von F,,. Ausserdem enthilt I,, sowohl Punkte in F,, als auch Punkte ausserhalb
von Fp,. Also gibt es kein F;, welches I, enthélt. Dies beendet den Induktionsschritt. O

Wire die Menge Z wegzusammenhangend, konnten wir einen Pfad y: [0,1] — Z mity(0) =0und y(1) =1
finden. Wir haben
z=||{n

nez

eine abzdhlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen, also

0,10 =]y 'dnd.

nez
Das ist ein Widerspruch zu Lemma

Bemerkung 1. Andererseits, wenn X eine topologische Menge mit der kofiniten Topologie und der Kardinalitit von R
(oder grosser) ist, kann man beweisen, dass X wegzusammenhingend ist. Seien x und y zwei Punkte in X und y eine
injektive Funktion von [0, 1] nach X mit y(0) = x und y(1) = y. Dann ist vy stetig, da fiir alle abgeschlossen Menge
F C X, vy~ 1(F) C [0, 1] abgeschlossen ist (die Teilmenge ist endlich).

Als niichstes kann man fragen: ,,Was passiert wenn die Kardinalitiit der Menge X zwischen W, und 2%° ist?“. Ein

solches X existiert, wenn unsere Modell nicht die Kontinuumshypothese (Kontinuumshypothese: ¥, = 2%0) erfiillt. Ich
kenne die Antwort nicht.

uﬁung 6. Die Mengen IT;¢1U; mit U; C X; offen fiir alle i € I bilden eine Basis fiir eine Topologie auf IT;c1X;, die
sogenannte Box-Topologie. Betrachten wir RY mit dieser Topologie. Zeigen Sie, dass die Menge aller Folgen, die
gegen 0 konvergieren, eine offene und abgeschlossene Menge ist. Zeigen Sie, dass RY mit der Produkttopologie
und RY mit der Boxtopologie nicht homdomorph sind.

Losung fiir Ubung 6: Sei M die Menge aller Folgen, die gegen 0 konvergieren. Zuerst zeigen wir, dass M offen ist.
Sei (xn)n € RY eine gegebene konvergente Folge. Definiere die offene Menge

U::HB(xn,Tll>.

neN
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Sei (yn)n € RY eine Folge in U, dann |yn| < [xn| + 1/n — 0. Das heisst, dass (yn)n auch in M liegt. Die Menge M
ist also offen. Als ndchstes zeigen wir, dass M abgeschlossen ist. Sei (xn )nen eine Folge, die nicht in M liegt. Das
heisst, dass es ¢ > 0 und eine unendliche Teilmenge I C N mit [x| > ¢ fiir alle n € I gibt. Dann liegen alle Folge
(Yn)n in [ [, e B(xn, £/2) auch nicht in M. Die Menge M ist dann auch abgeschlossen.

Die Menge RY mit der Produkttopologie ist zusammenhingend (Serie 3, Ubung 6). Es folgt, dass die beiden
topologischen Raume nicht homdomorph sind.

X % X%
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Serie 3: Losung

ﬂﬁung 1. Zeigen Sie, dass eine konvergente Folge in einem Hausdorffraum nur einen Hiufungspunkt hat. Ein
Punkt ist ein Hiufungspunkt einer Folge, falls jede Umgebung des Punktes unendlich viele Folgenglieder enthiilt.
Folgern Sie, dass in einem Hausdorffraum der Grenzwert einer Folge, sofern er existiert, eindeutig ist.

Losung fiir Ubung 1: Sei (X, O) ein Hausdorffraum und sei (xn )nen eine Folge in X mit Grenzwert x. Desweiteren
sei y € X ein beliebiger, von x verschiedener Punkt in X. Da X ein Hausdorffraum ist, existieren zwei disjunkte
offene Mengen U und V in X so, dass x € Uund y € V. Da U eine offene Umgebung von x ist, existiert ein N € N so,
dass x,, € U fiir allen > N gilt. Da U und V disjunkt sind, konnen wir jedoch nicht unendlich viele Folgenglieder
in V finden, womit y kein Haufungspunkt der Folge (xn)nen sein kann.

uﬁung 2. Wie in Serie 2, Ubung 4, seien X die reellen Zahlen mit der natiirlichen Topologie, und Y die reellen
Zahlen mit der von Intervallen der Form [a, b) mit a < b erzeugten Topologie.

(a) Man zeige, dass Y total unzusammenhingend ist (d.h. dass Einpunktmengen die einzigen zusammenhéngenden
Teilmengen von Y sind).

(b) Man beschreibe die stetigen Abbildung X — Y.

Losung fiir Ubung 2:

(a) Sei C € Y eine zusammenhangende Teilmenge mit zwei verschiedenen Punkten x < y. Dann

c-(en(232)) e [152)).

Das ist ein Widerspruch, also sind nur die Einpunktmengen zusammenhéangend.

(b) Seif: X — Y eine stetige Funktion. Da X zusammenhéngen ist, ist auch f(X) C Y zusammenhéingend. Aus (a)
folgt, dass f(X) eine Einpunktmenge ist. Das heisst, dass f eine konstante Funktion ist.

Uﬁung 3. Wie in Serie 1, Ubung 2, sei (X, Ogof) ein topologischer Raum mit der kofiniten Topologie.

(a) Zeigen Sie, dass X das Axiom T; erfiillt, d.h. fiir zwei verschiedene Punkte a # b in X existieren offene
Umgebungen von a und b, welche den jeweils anderen Punkt nicht enthalten.

(b) Wann ist X ein Hausdorffraum?

(c) Zeigen Sie, dass ein beliebiger topologischer Raum X genau dann das Axiom T; erfiillt, wenn alle einelementi-
gen Teilmengen von X abgeschlossen sind.

Losung fiir Ubung 3:

(a) Seien a # b € X. Dann erfiillen die offenen Mengen X \ {b} (offene Umgebung von a, die b nicht enthilt) und
X\ {a} (offene Umgebung von b, die a nicht enthalt) die gewiinschte Eigenschaft.

(b) Dies kann nur der Fall sein, wenn X endlich ist, denn fiir unendliche Mengen X mit der kofiniten Topologie ist
der Durchschnitt zweier nichtleerer, offener Mengen nie leer. In der Tat sind fiir endliche Mengen X aber {a}
und X\ {a} immer disjunkte Umgebungen von a und b # a.

(c) Sei X ein topologischer Raum, der T, erfiillt, und x € X. Fiir alle y # x gibt es also eine offene Umgebung U,,
vony, sodass x ¢ U, gilt. Dann ist {x} = X\ J{Uy | y € X\ {x}} abgeschlossen. Umgekehrt, seien a,b € X mit
a # b. Dann sind {a} und {b} abgeschlossen, also X\ {b} und X\ {a} offene Umgebungen mit der gewiinschten
Eigenschaft.
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‘Ubung 4. Sei X eine Menge.
(a) Was sind die kompakten Mengen in X mit der diskreten Topologie?

(b) Was sind die kompakten Mengen in X mit der kofiniten Topologie?

Losung fiir Ubung 4:

(a) Wir wollen beweisen, dass ein Unterraum A C X kompakt ist, genau dann wenn er endlich ist. Offensichtlich
ist jede endliche Teilmenge von X kompakt, so dass wir die andere Implikation beweisen wollen. Betrachten
wir einen unendlichen Unterraum A C X. Dann ist {x} offen in A fiir jedes x € A, da A die diskrete Topologie
von X erbt. Daher ist O := {{x}, x € A} eine unendliche offene Uberdeckung von A. Offensichtlich ldsst O aber
keine endliche Teiliiberdeckung zu, also ist A nicht kompakt.

(b) Alle Teilmengen von X mit der kofiniten Topologie sind kompakt. Fiir endliche Teilmengen (und insbesondere
fiir endliche Mengen X) folgt dies aus der Definition. Sei also X unendlich, A C X eine unendliche Teilmenge
und U = {A \ Fi}ic1 eine offene Uberdeckung von A fiir endliche Mengen F; C X, i € 1. Dann gilt

A=JAVR=A\ (ﬂh>,
iel icl

also ()ic Fi = 0.Seinun F; ={x4,...,xn}. Firallek = 1,...,n, gibt es dann ein i € Isodass x ¢ F;, gilt,
da der Durchschnitt aller F;s leer ist. Es gilt also ()._; Fi, N F1 = 0, womit

U :={A\F}U{A\Fi i,

eine endliche Teiliiberdeckung von A ist.

Uﬁung 5. (Wegzusammenhangskomponenten) Sei X ein topologischer Raum und sei x¢ € X.

(a) Die Menge
{x € X| es gibt einen Weg von x nach x¢}

heisst Wegzusammenhangskomponente von xo (in der Vorlesung haben Sie die Zusammenhangskomponenten
gesehen). Zeigen Sie, dass dies die grosste wegzusammenhédngende Teilmenge von X ist, welche x enthalt.

(b) Was sind die Zusammenhangskomponenten und Wegzusammenhangskomponenten in Q?

(c) Finden Sie ein Beispiel eines topologischen Raums mit einer Wegzusammenhangskomponente, die nicht
abgeschlossen ist.

Losung fiir Ubung 5:

(a) Ist C eine wegzusammenhangende Teilmenge, die x enthilt, so konnen wir einen Weg von x nach y fiir alle
y € C finden. Daraus folgt, dass C eine Teilmenge der Wegzusammenhangskomponente ist. Anderseits ist die
Wegzusammenhangskomponente von xo wegzusammenhdngend, da es fiir alle y, x in der Wegzusammen-
hangskomponente einen Weg von y nach x und einen Weg von x nach z gibt. Man kann diese beiden Wege zu
einem Weg von y nach z zusammensetzen.

(b) Die Zusammenhangskomponenten bzw. Wegzusammenhangskomponenten in Q sind genau die einelementi-
gen Teilmengen von Q.

(c) Sei Z die ,topologist’s sine curve” aus der Vorlesung. Zy = {(0,0)} und Z; = Z\ Z, bilden gerade die
Wegzusammenhangskomponenten von Z. Aber Z; = Z und Z, ist somit nicht abgeschlossen in Z.
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‘Zjﬁung 6.

(a) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier nicht-leerer topologischer Réume X, Y genau dann kompakt ist, wenn X
und Y kompakt sind.

(b) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier topologischer Raume X, Y genau dann zusammenhéngend ist, wenn X
und Y zusammenhéngend sind.

Seien (X;)icr1 topologische Rdaume.

(c) Zeigen Sie, dass ;<1 X; genau dann wegzusammenhdngend ist, wenn X; wegzusammenhéangend fiir alle
i€ Iist.

(d) (»x) Zeigen Sie, dass T1ic1X; genau dann zusammenhéngend ist, wenn X; zusammenhangend fiir alle i € I
ist.

Losung fiir Ubung 6:

(a) Wenn (U;)ic1 eine Uberdeckung von X ist, so ist (U; X Y)ie1 eine Uberdeckung von X x Y. Wenn X x Y
kompakt ist, konnen wir eine endliche Teiltiberdeckung finden. Die entsprechenden Mengen sind eine
endliche Teiltiberdeckung von X (hier verwenden wir, dass Y nicht leer ist).

Fir die Umkehrung, sei (W;)ic1 eine Uberdeckung von X x Y. Wir konnen annehmen, dass alle W; die Form
Ui x V; mit offenen Teilmengen U; C X und Vi C Y haben, da die offene Teilmengen in dieser Form eine Basis
fuir die Produkttopologie sind (warum genau?). Fiir alle x € X gibt es eine endliche Teilmenge ]« C I mit

{x}xYC U Ui x Vi,
i€]x

da Y kompakt ist. Sei Uy = ﬂielx U;. Die Menge U ist offen, als ein endlicher Durchschnitt offener Mengen.
Dann ist (Ux x Vi)iey eine offene Uberdeckung von {x} x Y und (U, )xex ist eine offene Uberdeckung von X.
Da X kompakt ist, gibt es eine Teiltiberdeckung (U )xcx von X fiir eine endliche Teilmenge K C X. Es ergibt
sich die endliche Teiliiberdeckung (U; x Vi)icj, xex von X x Y. Das heisst, dass X x Y kompakt ist.

(b) Wenn X x Y zusammenhidngend ist, dann sind X und Y zusammenhédngend als stetige Bilder unter den
Projektionsabbildungen 7tx: X X Y — Xbzw. ty: X x Y = Y.
Fiir die Umkehrung benutzen wir die folgende Aussage.

Lemma 1. Sei X ein topologischer Raum. Dann X ist nicht zusammenhingend genau dann, wenn es eine stetige,
surjektive Abbildung von X nach {0, 1} mit der diskreten Topologie gibt.

Beweis. Angenommen, X ist nicht zusammenhéangend. Dann gibt es zwei nichtleere, offene, disjunkte Teil-
mengen U,V C X, sodass X =U UV, und

1 X — {0, 1},

0 xelu
X
1 xeV

ist eine wohldefinierte, surjektive und stetige Abbildung.

Umgekehrt sind wir fiir eine solche surjektive, stetige Abbildung f: X — {0, 1} die Mengen U := f~1(0) und
V := f~!(1) nichtleere, offene Teilmengen von X und es gilt UNV = ) und UU V = X, sodass X per Definition
nicht zusammenhé&dngend ist. O

Sei (a,b) € X x Yund f: X x Y — {0, 1} eine beliebige stetige Abbildung. Wir miissen zeigen, dass f konstant
(also nicht surjektiv) ist. Betrachte die stetige surjektive Abbildung

i X — X x {b}
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gegeben durch 1(x) = (x,b). Dann ist die Abbildung f ’XX Ot stetig und konstant (da X zusammenhéngend

ist). Somit ist jedoch auch f ‘ Xx[p) Konstant.

Analog sei fiir jedes x € X eine stetige surjektive Abbildung
LY — {x} xY

durch 1, (y) = (x,y) gegeben. Dann ist f | x)xy © stetig und konstant. Folglich ist auch f ’ )Y konstant.
Wegen (x,b) € X x {b} N {x} x Y ist f eingeschrankt auf

T, =Xx{blU{x} xY

ebenfalls konstant.
Fiir alle x € X gilt (a,b) € T und
XxY=]JT,
xeX
also folgt, dass f auf ganz X x Y konstant ist. Damit ist gezeigt, dass X x Y zusammenhé&ngend ist.

Wir nehmen an, dass [ [;.; Xi wegzusammenhéngend ist. Seien x und y zwei Punkte in X; fiir ein beliebiges
Element j € 1. Nach Definition von Wegzusammenhang ist | [;.; X; nicht leer. Wéhlen wir ein beliebiges
z € [ [1¢1 Xi, und definieren x’,y" € [ [;¢; Xi sodass x{ = x, y{ =y und x{ = yj = z; fiir alle j # i. Dann gibt
es einen Weg

v:[0,1] — H Xi

iel

von x’ nach y’. Die Verkniipfung p; o y mit der i-ten Projektionsabbildung p; ist ein Weg von x nach y.
Fiir die Umkehrung, seien {(x{)}ic1 und {(yi)}ic1 zwei Punkte in | [;; X;. Da alle Menge X; wegzusammen-
hingend sind, gibt es Wege v;i: [0, 1] — X; von x; zu y;. Die Funktion

y=]]w

iel
ist stetig, weil ihre Verkniipfung mit jeder Projektion stetig ist. Diest ist ein Weg von {(xi)}ic1 nach {(yi)}ier.

Die eine Implikation folgt dhnlich wie in (b). Zeigen wir jetzt die andere Richtung, d.h. dass das Produkt
MierXi zusammenhdngender Raume X; zusammenhdngend ist. Wir verfahren dhnlich wie in (b): sei ei-
ne stetige Funktion f: TTie1X; — {0, 1} gegeben. Es gentigt zu zeigen, dass f konstant ist. Seien beliebige
X,y € MierX; gegeben. Es gentigt zu zeigen, dass f(x) = f(y). Falls sich x und y nur in endlich vielen Koordi-
naten unterscheiden, verfahren wir genau wie in (b)! Ansonsten: f~!(f(x)) ist eine offene Teilmenge in der
Produkttopologie. Da Kastchen (endliche Schnitte von Zylindern) eine Basis der Produkttopologie bilden, gibt
es ein Kdstchen U mit x € U C f~!(f(x)). Nach Definition eines Kdstchnes gibt es eine Teilmenge ] C I mit
endlichem Komplement I\ ], sodass wir fiir einen Punkt in U alle Koordinaten aus ] é&ndern kénnen, und der
so entstehende Punkt immer noch in U liegt. Auf diese Weise konstruieren wir einen Punkt x’ € U, der sich
von y nur in endlich vielen Koordinaten unterscheidet. Nun gilt f(x) = f(x’), da x,x’ € U, und f(x') = f(y)
nach der Argumentation in (b). Es folgt wie gewtinscht f(x) = f(y).

‘Ubunyg 7. Die Cantor-Menge C C R ist wie folgt definiert. Sei

1 2 1
Ci:= [07 1] und Cn:= gcnfl U <3 + 3CT11> :

Nachfolgend sind C; bis C; abgebildet.
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Dann ist die Cantor-Menge definiert durch

(a) Zeigen Sie, dass die Cantor-Menge kompakt ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Cantor-Menge tiberabzahlbar ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Zusammenhangskomponenten von C jeweils nur aus einem Punkt bestehen (d.h. C ist
total unzusammenhingend), aber C keine isolierten Punkte hat. Hier heisst ein Punkt x eines topologischen
Raums isoliert, falls {x} offen ist.

(d) (x%x) Zeigen Sie, dass jeder nicht-leere, total unzusammenhangende, metrisierbare, kompakte topologische
Raum X ohne isolierte Punkte homdomorph zu C ist. Zum Aufwérmen kann man z.B. zeigen, dass C zu
{0, 1} homdomorph ist, wobei {0, 1} die diskrete Topologie trégt.

Lasung fiir Ubung 7:

(@) Nach Definition ist die Cantor-Menge der Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen und somit abgeschlos-
sen. Da die Cantor-Menge beschrénkt ist, ist sie nach dem Satz von Heine-Borel kompakt.

(b) Fiir jede Folge (Xm)men € {0, 1} definieren wir
= 2
x=) Xm oy
m=1

Alle solche x sind verschieden und in allen C,, und somit in C enthalten. Da es {iberabzihlbar viele 0-1-Folgen
gibt, ist die Cantor-Menge C iiberabz&hlbar.

(c) Wir nehmen widerspruchsweise an, dass es eine Zusammenhangskomponente in C gibt, welche mindestens
zwei verschiedene Punkte x und y enthilt. Bezeichne den Abstand dieser zwei Punkte (in der Standardmetrik)
mit § > 0. Die Mengen C,, sind eine disjunkte Vereinigung von (abgeschlossenen) Intervallen der Linge =+
Somit liegen die beiden Punkte x und y fiir n gentigend gross (abhédngig von 0) in unterschiedlichen Intervallen
von Cy. Da C C C,, gilt, kénnen diese zwei Punkte somit nicht in derselben Zusammenhangskomponente

von C liegen, im Widerspruch zur Annahme.

(d) Dies ist ein Satz von Brouwer. Sie konnen einen Beweis online finden. Fiir die Aufwarmiibung zeigen Sie,
dass die Abbildung in der Losung von (b) ein Homdomorphismus ist.

* %k %k
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Serie 4

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es
1, 2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

kX X 3k

uﬁung 1. Seien X ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und 7t: X — X/ ~, x — [x]. Zeigen Sie:

(a) Die Quotiententopologie
Ox,~ = {U C X/ ~|m '(U) ist offen in X}

ist eine Topologie auf X/ ~.
(b) Die Abbildung 7 ist stetig.

(c) Ox/-~ ist die grosste (auch feinste genannt) Topologie auf X/ ~, sodass 7 stetig ist, d.h. falls O eine Topologie
auf X/ ~ ist, sodass 7 stetig ist, dann gilt O C Ox, ..

(d) Fir einen topologischen Raum Y ist eine Funktion f: X/ ~ — Y genau dann stetig, falls die Verkniipfung
fom: X = Y stetig ist.

Losung fiir Ubung 1:

(@) Esgiltn (@) =g und w ! (X/ ~) =X, also &, X/ ~ € Ox/-. Seien {U;}ie1 € Ox,.. Dannsind 7! (U;) C X
offen fiir allei € T und

- (U ui> Uy
iel iel

ist offen als Vereinigung in X offener Mengen, also | J;; Ui € Ox /. Fir U,V € Oy, ist

i€l
ntunVv)=n U nm (V)X
offen als Durchschnitt in X offener Mengen, also UNV € Ox/..
(b) Fiir alle U € Oy, ist per Definition der Quotiententopologie 7! (U) offen in X, also 7t stetig.

(c) Sei O eine Topologie auf X/ ~, sodass 7 stetig ist, und sei U € O. Dann ist m~!}(U) C X offen wegen der
Stetigkeit, also U € Ox/...

(d) Wir zeigen, dass eine Abbildung f: X/ ~ — Y genau dann stetig ist, wenn die Abbildung f o 7t: X — Y stetig
ist.

Als erstes ist es klar, dass die Abbildung f o r: X — Y stetig ist, wenn f: X/ ~— Y stetig ist, da m: X — X/ ~
stetig ist. Sei jetzt f: X/ ~ — Y eine Abbildung, die f o 7t stetig erfiillt. Fiir alle offene Menge V C Y haben wir,
dass (f o )71 (V) offen ist. Das heisst, dass w1 (f~1(V)) offen ist. Aber folgt aus der Definition der Topologie
auf X/ ~, dass f~1(V) offen ist.

Uﬁung 2. Furn € N, sei D™ ={v € R" | v| < 1} mit der Euklidischen Topologie ausgestattet. Wir betrachten die
Aquivalenzrelation ~ gegeben durch
v~w<& v=woder |[v|=|w| =1.

Finden Sie einen zu D™/ ~ homdomorphen Teilraum eines R™.

Losung fiir Ubung 2: Wir betrachten die folgende stetige Abbildung zwischen D™ und S™ :=={w ={wy,...,wny1} €
R™ w2 = wqf> + -+ [wn 1 =1k

f:D™ = S™, (vi,...,vn) = (Avi, ..., Avye, 1 —2V]),
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mit A = /(4 — 4/v|)/Iv| wenn [v| # 0 und A = 0 wenn |[v| = 0. Man zeigt, dass fiir allev € D™,
n
W)= AW+ (1—2W)? = AP + (1 —2W])% = 1.
i=1

Ausserdem haben wir, dass fiir alle v mit [v| = 1 f(v) = (0,...,0,—1). Also induziert f eine stetige Abbildung
g: D%/ ~—S™

Es ist klar, dass g bijektiv ist. Wir sollen auch zeigen, dass g eine Homoomorphismus ist. Das folgt aus dem
Homoomorphismuskriterium (Satz 6.5 aus der Vorlesung in Woche 4). Der Topologische Raum D/ ~ ist kompakt
als Quotient eines kompakten Raums und S™ ist Hausdorff als Unterraum von R™ 1.

uﬁung 3. (Der Torus) Zeigen Sie, dass der topologische Produktraum X; = S! x S* homdomorph zum Quotienten-
raum Xy = Q/~ ist, den man erhilt, wenn man auf Q = [0, 1] x [0, 1] die Aquivalenzrelation (s,0) ~ (s, 1) fiir alle
s € [0,1] und (0,t) ~ (1,t) fuir alle t € [0, 1] betrachtet. Dies sind zwei mogliche (dquivalente) Definitionen des
Torus T2.

Losung fiir Ubung 3: Wir betrachten die Abbildung

f:00,1] x [0,1] — S* x S C R%,
(s,t) — (cos(2ms), sin(27ts), cos(27tt), sin(27tt)).

Es ist leicht zu sehen, dass f eine stetige Abbildung ist. Ausserdem gilt
f(s,0) = (cos(2ms), sin(27s), 1,0) = (s, 1)

fiir alle s € [0,1] und analog f(0,t) = f(1,t) fiir alle t € [0, 1]. Die Abbildung f induziert also eine stetige
Abbildung f: Xy — S x S! auf dem Quotientenraum Xy = Q/~ (hier haben wir die universelle Eigenschaft der
Quotiententopologie verwendet). Wir wollen zeigen, dass f ein Homdomorphismus ist. Es ist einfach zu tiberpriifen,
dass f bijektiv ist, daher folgt die Aussage aus dem Homoomorphismuskriterium (Satz 6.5 aus der Vorlesung in
Woche 4), da X, kompakt ist (als Quotient eines kompakten Raumes, also als Bild eines kompakten Raums unter der
Quotientenabbildung) und S! x S! ein Hausdorffraum ist (als Unterraum von R*, was ein Hausdorffraum ist).

Uﬁung 4. (Der reelle projektive Raum) Zeigen Sie, dass die unten definierten topologischen Raume X;, X, und X3
homoomorph sind. Dies sind drei mogliche (dquivalente) Definitionen des projektiven Raums RP?.

(a) Sei S? C R? die zweidimensionale Einheitssphédre. Wir betrachten auf S2 die Aquivalenzrelation ~, welche
die Antipoden auf S? identifiziert, d.h. u ~ v wenn u = v oder u = —v. Dann ist der topologische Raum X;
definiert als der Quotientenraum X; := $2/~.

(b) Wir betrachten die zweidimensionale Einheitskreisscheibe D? C R? und die Aquivalenzrelation ~ auf D?,
welche die Antipoden auf ihrem Rand identifiziert, d.h. u ~ v wenn u = v oder u = —v fiir u,v € 3D?. Der
topologische Raum X; ist dann der Quotientenraum Xj := D?/~.

(c) Sei £ die Menge der Geraden in R?, die durch den Ursprung gehen. Fiir L1, Ly € £ sei 0 < a < 7t/2 der Winkel
zwischen L; und L, und wir definieren d(L;, L) := «. Dann definieren wir den topologischen Raum X3 als £
mit der durch d induzierten Topologie.

Losung fiir Ubung 4: Wir zeigen zundchst, dass X; homoéomorph zu X ist. Wir betrachten die Abbildung
f: D? C R? — S%2 C R?,
(xy) = (%, VI= 02 +17)).

Die Abbildung f bildet D* homdomorph auf die nordliche Halbkugel {(x,y,z) € S? | z > 0} von S? ab. Wir
bezeichnen mit p: $? — $2/~ = X; und q: D? — D?/~ = X, die entsprechenden Quotientenabbildungen. Beachten
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Sie, dass p o f(u) = p o f(v) fiir alle u ~ v in D? gilt. Die Abbildung p o f induziert daher eine stetige Abbildung
g: Xz — X; auf dem Quotientenraum Xs, d.h. das folgende Diagramm kommutiert.

D? S2

[

X2 — X1.

Es ist einfach zu {iberpriifen, dass die Abbildung g bijektiv ist, also impliziert wie in Ubung 3 das Homéomor-
phismuskriterium (Satz 6.5 aus der Vorlesung in Woche 4), dass g ein Homoomorphismus ist, wie wir es wollten. In
der Tat ist X, kompakt (als Quotient des kompakten Raums D?) und X ist ein Hausdorffraum. Um zu sehen, dass
X; ein Hausdorffraum ist, kénnen wir fiir beliebige u,v € S? mit p(u) # p(v) offene Umgebungen U, V C S? von
u,v finden, die symmetrisch beztiglich des Ursprungs sind (d.h. U = —Uund V = —V) und so,dass UNV = @.
Dann sind p(U), p(V) disjunkte offene Umgebungen von p(u) und p(v).

Wir zeigen nun, dass X; homdomorph zu X3 ist. Wir betrachten dazu die Abbildung h: S2 C R3 — X3, wobei
h(u) fiir alle u € S? definiert ist als die Gerade, die durch u und den Ursprung in R? verlduft. Dann ist h stetig
und surjektiv. Ausserdem gilt h(u) = h(v) genau dann, wenn u = v oder u = —v ist. Daher induziert h eine
bijektive, stetige Abbildung h: X; — X3 auf dem Quotientenraum X; = S?/ ~. Daraus folgt wiederum durch das
Homgomorphismuskriterium (X; ist kompakt, da Quotient von S?, und X3 ist Hausdorff, da metrischer Raum),
dass h ein Homéomorphismus ist, womit der Beweis abgeschlossen ist.

ﬂﬁung 5. Sei X ein topologischer Raum und sei A :={(x,y) € X x X | x =y} die Diagonale von X x X.
(a) Zeigen Sie, dass X genau dann ein Hausdorffraum ist, wenn A in X x X abgeschlossen ist.

(b) Sei ~ eine beliebige Aquivalenzrelation auf X und definiere R := {(x,y) € X x X | x ~ y}. Angenommen,
m: X — X/~ ist offen, d.h. das Bild ©t(U) einer jeden offenen Menge U C X ist offen in X/~. Zeigen Sie, dass
X/~ genau dann ein Hausdorffraum ist, wenn R in X x X abgeschlossen ist.

Losung fiir Ubung 5:

(a) Angenommen X ist Hausdorff. Wir zeigen, dass Y := (X x X) \ A offen ist. Sei (x,y) € Y, dann sind x,y € X
verschiedene Elemente. Weil X Hausdorff ist, gibt es offene Mengen U,, U, sodass x € U,y € U, und
Uy NUy = @. Dann (x,y) € U, x Uy C Y. Alsoist Y offen.

Angenommen Y ist offen. Dann ist fiir jede x # y € X das Paar (x,y) € Y. Da Y offen ist, gibt es offene Mengen
U,, Uy € Xsodass (x,y) € Uy x Uy C Y. Esfolgt: x € Uy,y € U, und U, NUy, = @. Also ist X Hausdorff.

(b) Wir miissen zeigen, dass R abgeschlossen ist gdw. (7t x 71)(R) = A C (X/~ x X/~) abgeschlossen ist. Dann
konnen wir Teil (a) benutzen.

Angenommen R ist abgeschlossen. Weil 7t offen ist, ist auch 7t x 7 offen: wenn O C X x X offen ist, schreiben
wir O = |J UW; x Vy und

i€l
(m % 7)(0) = (m x m) (U Uy x vi> = (U x m(ve)
iel il
ist auch offen. Insbesondere ist
(7t x T (X x X)\ R) = (X/~x X/~) \ (7t x 7)(R)

offen, und so ist (7t x 7)(R) abgeschlossen.

Angenommen (7t x 7)(R) ist abgeschlossen, so ist (X/~ x X/~) \ (7 x 7)(R) offen. Weil 7t stetig ist, ist auch
7t X 7t stetig. Insbesondere ist

(70 70 H(X/~ % X/~) \ (0 x ) (R)) = (X x X) \ R

offen, und so ist R abgeschlossen.
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uﬁung 6. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum und sei oo ein abstraktes Symbol, welches nicht in X enthalten ist.

Wir definieren die Einpunktkompaktifizierung (auch Alexandroff-Kompaktifizierung genannt) X von X als die Menge
X U {oo} mit der Topologie

(@)
(b)

Og = Ox U{{oo} U (X\ K) | K € X kompakt und abgeschlossen}.

Zeigen Sie, dass X ein kompakter topologischer Raum ist.

Finden Sie fiir die Einpunktkompaktifizierung X folgender topologischer Rdume einen Teilraum eines R™, zu
dem sie hom&omorph sind:

(i X=10,1)
(i) X = (0,1)
(iii) X = [0, 1]
(iv) X =R™.

Losung fiir Ubung 6:

(a)

(b)

Es ist relativ einfach zu sehen, dass ()?, V) )2) ein topologischer Raum ist. Fiir die Kompaktheit sei {U; };; eine

offene Uberdeckung von X. Dann gibt es ein k € I mit co € Uy und somit ist Uy = {oco} U (X \ K) fiir ein
kompaktes und abgeschlossenes K C X. Dann ist

U w=X\Ug=K
ieI\{k}

eine offene Uberdeckung der kompakten Teilmenge K von X. Es gibt also eine endliche Teiliiberdeckung
dieser Menge und somit auch von X.

Fiir (iii), es ist einfach zu sehen, dass X = X U {oo} fiir kompakte topologische Raume.

Fiir die andere Punkte, wir werden das folgendes benutzen:

Lemma 1. Sei Y ein topologischer Raum, der Hausdorff und kompakt ist. Seiy € Y und X := Y \ {y}. Dann X=VY.

Wir leiten daraus ab:

() X=1[0,1) =1[0,1]
(i) X = (0,1) = S!
(iii) X = [0, 1] = [0, 1] U{oo}

(iv) X =Rn = sm,

In (iv) benutzen wir auch, dass S™ \ {en} = R™: dies ergibt sich aus der gleichen Konstruktion wie das
Homoomorphismus D™/~ = S™.

Beweis des Lemmas. Wir betrachten die folgende Abbildung:

~ €X.
1‘:X—>Y:pn—>{p wemnp ’
y wennp = oo.

Wir zeigen zuerst, dass f stetig ist. Sei U C Y eine offene Menge. Wenny ¢ U, ist U C X C Y eine offene
Menge von X, darum ist f~*(U) = U C X C X auch offen. Wenn y € U, ist Y \ U eine abgeschlossene Menge
von X C Y, die auch kompakt ist (weil eine abgeschlossene Menge in einem kompakten Raum auch kompakt
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ist). Darumist f 1 (Y\UW)=Y\U C X C X kompakt und abgeschlossen. Nach der Definition der Topologie

von X, ist N R
) =X\ fHy\u) cX
offen.
Dann ist f eine stetige bijektive Abbildung vom kompakten Raum X auf den Hausdorffraum Y. Daraus folgt
durch das Homdomorphismuskriterium, dass f ein Homéomorphismus ist. O
k% X%
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Serie 5

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn eine Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf dem Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* % X%

Uﬁung 1. Sei X ein topologischer Raum und CX der Kegel tiber X. Zeigen Sie, dass CX wegzusammenhédngend ist.

Losung fiir Ubung 1: Seip = [(x, 1)] fiir beliebiges x € X die ,Spitze” des Kegels CX = X x [0, 1]/X x {1}. Wir zeigen,
dass es von jedem beliebigen Punkt in CX einen Weg nach p gibt. Daraus folgt die Behauptung. Sei also [(x, t)] ein
beliebiger Punkt in CX und sei «: [0, 1] — X x [0, 1] definiert durch s — (x, 1+ s(t — 1)). Dann ist « offenbar stetig
und somit ein Weg von (x, 1) nach (x, t) in X x [0, 1]. Verkniipft mit der Projektion 7t: X x [0, 1] — CX erhalten wir
einen Weg m o « in CX von p nach [(x, t)] wie gewtinscht.

uﬁung 2. Bestimmen Sie fiir n € NU {0} den Kegel CS™ und die Suspension ZS™ bis auf Hom6éomorphie.

Losung fiir Ubung 2: Bs gilt CS™ = D™*! und £S™ = S"*! fiir allen € NU{0}.
Fiir CS™, sehen wir S™ als Untermenge von D™ !, und betrachten wir die Abbildung

f:S™ % [0,1] — D™ (x, 1) — (1 —1t)x.

Die auf CS™ induzierte Abbildung ist ein Homdomorphismus: f ist stetig, die induzierte Abbildung ist bijektiv,
CS™ ist kompakt, und D™ *! ist Hausdorff.
Fiir £S™, benutzen wir Ubung 3 (a) und (b).

‘Ubung 3.
(@) Sein e Nund ¢: S™ ! C D™ — D™, x — x. Zeigen Sie, dass D™ U, D™ homdomorph zu S™ ist.

(b) Sei X ein topologischer Raum und CX der Kegel tiber X. In welchem Sinne kann man CX mit CX verkleben,
sodass man ZX bekommt?

Losung fiir Ubung 3:

(a) Wie betrachten die Abbildung
g: D™ +D" — S™,
v, \/W) veDM+()
{Ev,—\/m) vep+Dn

Die auf D™ U, D™ induzierte Abbildung ist ein Homdomorphismus: g ist stetig, die induzierte Abbildung ist
bijektiv, D™ U, D™ ist kompakt, und S™ ist Hausdorff.

glv) =

(b) Sei @: X x {0} C CX =X x [0,1]/X x {1} = CX die Abbildung (x,0) — (x,0). Dann ist CX U, CX = ZX.

Uﬁung 4. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, versehen mit einer Topologie, beztiglich der die Abbildungen

GxG—G,(g9,9)—~gg’undG - G,g—g !

stetig sind. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiirjedes gg € G sind die Rechtstranslation Rg,: G — G, g — ggo und die Linkstranslation Ly,: G — G, g —
gog Homoomorphismen.
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(b) Die Stetigkeit der genannten Abbildungen ist 4quivalent zu der Stetigkeit der einen Abbildung G x G — G,
(9,9") > 97'g".

(c) Sei GL,,(R) mit der Topologie versehen, die von der Inklusion GL,,(R) C M, (R) = R™ kommt. Zeigen Sie,
dass GL, (R) eine topologische Gruppe ist.

(d) Die Topologie auf G ist schon eindeutig bestimmt durch eine Umgebungsbasis des Einselementes e. Hier ist
eine Umgebungsbasis von e eine Familie von Umgebungen von e, sodass jede Umgebung von e eine Menge
aus der Familie enthalt.

(e) Ein Homomorphismus von topologischem Gruppen ist stetig dann und nur dann, wenn er beim Einselement
stetig ist. Hier ist eine Funktion stetig bei e, wenn das Urbild jeder Umgebung des Bildes von e eine Umgebung
von e ist.

(f) () Jede offene Untergruppe H C G ist abgeschlossen.

(g) Ist H C G eine normale Untergruppe, so ist die Quotientengruppe G/H mit der Quotiententopologie wieder
eine topologische Gruppe.

Lasung fiir Ubung 4:

(a) Sei go € G beliebig. Die Rechtstranslation G — G, g — gg ist die Verkniipfung von G — G x G, g — (g, go)
mit der gegebenen Abbildung G x G — G, also ist sie auch stetig. Die Linkstranslation ist auch stetig aus dem
gleichen Griinden. Jetzt sehen wir, dass die Linkstranslation G — G, g — g, ' g stetig ist und die Inverse von
der Rechtstranslation G — G, g — ggo. Es folgt, dass die Rechtstranslation eine Hom&omorphismus ist.

(b) Wenn die Abbildung m: G x G — G, (g,g’) — g~ 'g’ stetig ist, haben wir, dass die Abbildung G — G, g
g~ ! stetig ist, da sie (dhnlich wie in (a)) eine Verkniipfung der Abbildung (g,g’) — g 'g’ mit G — G x
G, g — (g, e) ist. Die Komposition der zwei stetigen Abbildungen G x G — G x G, (g,9’) — (g%, ¢’) und
G x G — G,(g,9') — g 'g’ist die Abbildung G x G, (g,g’) — gg’. Also ist diese auch stetig.

Wenn die zwei Abbildungen G x G — G, (g,g’) — gg’ und G — G, g+ g~ ! stetig sind, haben wir aus dem
gleichen Griinden wie oben, dass die Abbildung G x G — G, (g, g’) — g~ 'g’ auch stetig ist.

(c) Da die Formeln fiir das Inverse einer Matrix und fiir das Produkt zweiter Matrix stetig sind, folgt, dass
GLn (R) eine topologische Gruppe ist.

(d) Fiir beliebige g € G ist die Abbildung Ry ein Homdomorphismus, der e auf g schickt. Also schickt er auch
eine Umgebungsbasis von e auf eine Umgebungsbasis von g. Insofern bestimmt eine Umgebungsbasis von e
Umgebungsbasen fiir alle Punkte, und damit die Topologie.

(e) Dies folgt aus den gleichen Griinden wie (d).
(f) Sei H C G eine Untergruppe. Da Ry eine Homdomorphismus ist, ist Rq(H) auch offen ist. Aber die Menge
G\H = | J Rq(H)
gZH
ist offen. Das heisst, dass H abgeschlossen ist.
(g) Wir zeigen das folgende Lemma.

Lemma 1. Die Quotientenabbildung
.G — G/H
ist offen.
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Beweis. Sei U € G eine offene Menge. Wir wollen zeigen, dass 7t(U) C G/H auch offen ist. Dies ist 4quivalent
zum ! (n(U)) C G offen, da G/H die Quotiententopologie tragt. Aber

m(r(U) = | J hu
heH

ist die Vereinigung offener Mengen (unter Verwendung von (a)), also ist 7! (7t(U)) auch offen. O
Wir wollen zeigen, dass die Abbildung
(S0 84) = A (gH g'H) = g 'g'H
stetig ist. Sei U C G/H eine offene Menge, dann
m(U) ={(gH,g'H) [g~'g'He U}
={(gH,g'H) | g 'g" e m (W)}

=n({(9,9") g7 e H(W)})
=n(m~ (' (W)

Nach der Definition des Quotiententopologie ist 7! (U) offen. Also ist m~! (! (U)) offen, weil m stetig ist.
Und nt(m~! (7~ (U))) ist offen, weil 7t offen ist. Also ist m stetig.

(aﬁung 5. Sei X ein Hausdorffraum und K eine kompakte Teilmenge von X. Zeigen Sie:
(a) Der Quotientenraum X/K ist ein Hausdorffraum.
(b) Sei A C K eine offene Teilmenge von X. Dann ist die durch f ([x]o) = [x] definierte Abbildung
f: (X\NA)/(K\A) = X/K

wohldefiniert und ein Homéomorphismus. Hierbei bezeichnen [x]ao und [x] die Aquivalenzklassen in
(X\A)/(K\ A) bzw. X/K.

(c) Die Aussage aus (b) stimmt nicht, wenn A = K ist.

(d) Angenommen, X ist kompakt. Dann ist X/K die Einpunktkompaktifizierung von X \ K. Die Einpunkt-
kompaktifizierung wurde auf Serie 4 definiert.

Losung fiir Ubung 5:

(a) Wir zeigen zuerst:

Lemma 2. Sei X ein Hausdor{f topologischer Raum, K C X eine kompakte Menge, und x € X \ K. Dann existieren
offene disjunkte Mengen Uy, Uy sodass K C Uy und x € U.

Beweis des Lemma. Fiir jedes k € K, existieren offene disjunkte Mengen Vi, W sodass k € V. und x € W;.
Weil K kompakt ist, gibt es ky,...,kn € Ksodass K C Uk = |J Vx,. Dann gilt fiir Ux und Uy = [ W, die
Aussage. O

Bemerkung 1. Sie konnen Ahnliches auch fiir zwei disjunkte kompakte Mengen zeigen.

Seien [x] # [y] € X/K; insbesondere sind x und y nicht beide in K. Wenn x,y ¢ K, wihlen wir offene disjunkte
Mengen U,, U, C Xsodass x € U,y € Uy. Dann haben U, \ K und Uy \ K die gleiche Eigenschaften. Weil
7 tn(Uy \ K) = Uy \ K, und da gleiches fiir y gilt, sind 7t(Uy \ K) und 7(Uy, \ K) offene disjunkte Mengen von
X/~ sodass [x] € m(Uy \ K) und [y] € r(Uy \ K).

Wenn x ¢ Kund y € K, wahlen wir durch das Lemma offene disjunkte Mengen U, Ux C X sodass x € Uy
und K C Uk. Jetzt haben wir sofort 7w~ 7t(Uy) = Uy und 7w 't(Uk) = Uk, und das Argument l4sst sich wie
im ersten Fall abschliessen.
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(b) Seii: X\ A — X die Inklusion, und ta: X\ A — (X\ A)/(K\ A) und 7t: X — X/K die Projektionen. Das
folgende Diagramm kommutiert:

X\ A X
T[AJV lTC

f
DXNAL ) XA

Weil i stetig ist, ist auch 7t o i = 7a o f stetig, darum ist f stetig. Es ist leicht zu sehen, dass f bijektiv ist: hier
benutzen wir, dass ein Punkt x € K\ A existiert, sodass f([x]a) = [x] = [K].

Wir miissen nur zeigen, dass f offen ist (wir konnen das Homdomorphismuskriterium nicht benutzen, weil es
moglich ist, dass X nicht kompakt ist). Sei U C (X\ A)/(K\ A) offen. Wir miissen zeigen dass 7t~ (f(U)) offen
ist.

Wenn [x]o ¢ U fiirjede x € K\ A, ist 71;\1 (U) € X\ K offen. Aber X \ K ist offen in X (weil X ist Hausdorff und
K ist kompakt), darum ist i(7, ' (U)) auch offen, und 71 (f(U)) = i(m, ' (U)) ist offen.

Angenommen [K \ A]o € U. Dann ist i(n;l (W) U A) in X offen (weil A offen ist) und darum ist 7w (f(U)) =
i(my'(U) U A) auch offen.

(c) Wir betrachten X = {x,y} mit einer beliebigen Topologie und A = K = {x}. Dann hat (X \ A)/(K\ A) ein
Element, und X/K zwei Elemente.

(d) In Serie 4, Ubung 6(b), haben wir gezeigt, dass wenn Z kompakt und Hausdorff ist, und W := Z \ {z}, dann

gilt W = Z (siche die Losungen von Serie 4). Hier nehmen wir Z = X/K, welches in der Tat kompakt (als
Quotientenraum vom kompakten Raum X) und Hausdorff (siehe (a)) ist; und z = [K], sodass W = Z\ {z} =
X/KN\ [K] = X\ K.

uﬁung 6. In dieser Ubung zeigen wir in zwei Schritten, dass fiir alle Familien kompakter topologischer Riume
(X«)xea das Produkt
IR

xEA
wiederum kompakt ist (in Serie 3, Ubung 6 hatten Sie dies fiir endliche Produkte gezeigt).

(a) (+*) Zeigen Sie, dass jede Uberdeckung des Produktes durch Zylinder eine endliche Teiliiberdeckung hat?.

(b) (x*) Sei X ein beliebiger topologischer Raum mit Subbasis B. Angenommen, fiir alle Uberdeckungen V =
{Ba}aeca von X mit Elementen B, von B (d.h. also V C B) gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (Bg,,...Bg, )
von X. Zeigen Sie, dass X dann kompakt ist?.

Lasung fiir Ubung 6:

(a) Sei U eine Uberdeckung durch Zylinder. Jeder dieser Zylinder ist von der Form 7' (U) mit U C X, fiir ein
gewisses o € A. Fiir alle « € A sei Uy C U die Teilmenge der Elemente 7' (U) mit U C X.

Lemma 3. Es gibt & € A mit

Ui =x.

Beweis. Falls dies nicht gilt, so gibt es zo € Xy mit zo & 7,1 (U) fiir alle 1 (U) € Uy. Dann liegt aber
(za)a € [[ 5 X« nicht in [JU. Das ist ein Widerspruch. O
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Dank dieses Lemmas gibt es « € A mit |J U, = X. Das heisst, dass {U},, 1 (u)eu, eine Uberdeckung von Xy
ist. Da X« kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung {U}c5 von X. Nun ist

U mt(w) =X
Ue7
eine endliche Teiliiberdeckung von U.

(b) Wir zeigen zuerst, dass es eine maximale offene Uberdeckung € ohne endliche Teiliiberdeckung gibt (maximal
bedeutet: C U {U} fiir eine beliebige offene Menge U ¢ € hat eine endliche Teiliiberdeckung). Dies folgt aus
dem Lemma von Zorn.

Lemma 4 (Lemma von Zorn). Jede Menge mit einer transitiven, reflexiven und antisymmetrischen Ordnung, in der
jede Kette eine obere Schranke hat, besitzt ein maximales Element.

Mann sieht, dass auf der Menge alle offenen Uberdeckungen ohne endliche Teiliiberdeckung die Inklusion
eine Ordnung ist, welche die Voraussetzungen des Lemmas von Zorn erfiillt. Es folgt, dass es eine maximale
offene Uberdeckung € ohne endliche Teiliiberdeckung gibt. Die Menge B N € kann nicht eine Uberdeckung
von X sein, da wir sonst mit der Hypothese zu B eine endliche Teiliiberdeckung finden kénnten.

Seien x € X\ |JB N Cund U € € mit x € U. Da B eine Subbasis ist, gibt es By, ..., B, € B mit

n
x € ﬂBiCu.

i=1

Firallei=1,...,n gibt es (wegen der Maximalitét von C) eine endliche Teiliiberdeckung von € U {B:}, das
heisst es gibt {Cj, .. ., C{j} C Cmit

)i
BiU ] Cl=X
k=1

Nun ist aber .
uul ek
ik

eine endlich Teiliiberdeckung von €, denn

uulJcio (hBi> u_UCik:x.

ik i=1

Das ist ein Widerspruch.

k% X%

“(SunydapIBNIIAL, AYDI[PUL UG JeY 9 2 1) dZUSIA duayo 931gar[aq dure I {N} N 9 39INSPa] [eurIXeur)
1q1S8 Sun3PapIAqNIAL, BYDIPUL dUYO o SUNPIPIA]() SUSJO S[LUWIIXEU JUS 3 SSep ‘}SIaNZ dIG UaSPZ ,
1211 ¥ X [ ] uoa Junpapiaqn sum *1, v S % sd ssep ‘aIg ualey

X DN HW (N) ;L djUsWAg 1P 2SUSWIIAL, 9P 7, O ©11 108 Y S % J[[e I ¢, Ul djUsW[F N SunydapIaq() aume N 19S
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Serie 6

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* % X%

(aﬁung 1.

(a) Zeigen Sie die folgende Aussage, das sogenannte Verklebungslemma: Seien X und Y topologische Rdume und
sei X = A U B eine Uberdeckung von X mit abgeschlossenen Mengen A, B C X. Weiter seien f: A — Y und
g: B — Y stetige Abbildungen mit f(x) = g(x) fiir alle x € AN B und sei h: X — Y definiert durch

f(x), fallsx e A,
h(x) =
g(x), fallsx € B.

Dann h ist eine wohldefinierte stetige Abbildung.
Bemerkung: Das Verklebungslemma liisst sich verallgemeinern fiir eine Uberdeckung von X mit endlich vielen abge-
schlossenen Mengen, aber auch fiir eine beliebige Uberdeckung von X mit offenen Mengen.

(b) Sei X ein topologischer Raum und seien v und y; zwei Wege in X mit yo(1) =v1(0). Zeigen Sie, dass dann
der Weg oy stetig ist.

(c) Sei X ein topologischer Raum und seien x,y, z € X. Seien v und v, zwei Wege in X von x nach y und y; und
v} zwei Wege in X von y nach z. Zeigen Sie, dass falls v ~ y{ und y; ~ v} rel Endpunkte gilt, so gilt auch
YoY1 = Y{Yi rel Endpunkte.

Losung fiir Ubung 1:

(a) Wenn x € AAB = (A\ B)U (B \ A) ist h wohldefiniert und wenn x € A N B haben wir f(x) = g(x), also h auch
wohldefiniert tiber A N B ist.

Sei F eine abgeschlossene Menge. Dann

h'(F)=(fY(F)NA)U (g '(F)NB)
= (FANA)U (Fg NB),

mit Fa und Fg zwei abgeschlossenen Mengen, da f und g stetig sind. Es folgt, dass h~!(F) auch abgeschlossen
ist.

(b) Dies folgt aus dem Verklebungslemma.

(c) Wegen v, =~ v/, gibt es eine Homotopie Hy: [0,1] x [0,1] — X mit Ho(s,0) = vo(s), Ho(s,1) = v{(s) fir alle
s € [0,1] und Ho(0,t) = x,Ho(1,t) = y fur alle t € [0, 1]. Da weiter y; ~ v} gilt, gibt es eine Homotopie
Hi: [0,1] x [0,1] = XmitH;(s,0) =vy1(s) und Hy(s,1) =yi(s) furalles € [0,1] und H;(0,t) =y, H1(1,t) =z
fiir alle t € [0, 1]. Definiere

Ho(2s, 1), falls s € [0,1/2],
H: 0,10 % [0,1] — X, H(s, 1) = 4 o021 allss € 0,1/2]

H;(2s —1,t), fallss e [1/2,1].
Wegen Ho(1,t) = H; (0, t) fur alle t € [0, 1] ist H nach Teilaufgabe (a) wohldefiniert und stetig. Weiter ist nach
der Definition von yoy; und yoy] offensichtlich, dass H eine Homotopie von vy nach yoy{ ist. Somit ist
YoY1 = Y{Y1 rel Endpunkte bewiesen.
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uﬁung 2. Zeigen Sie, dass {5} C Q ein Retrakt von Q ist, aber kein Deformationsretrakt.

Losung fiir Ubung 2: Die konstante Abbildung Q — {5}, x + 5 ist eine Retraktion, also {5} ein Retrakt von Q. Da Q
nicht wegzusammenhingend ist, folgt aus Ubung 5 (a) der zweite Teil der Aussage.

Uﬁung 3. Sein € N und seien idsn,p: S* — S™ die stetigen Abbildungen gegeben durch ids»(v) = v und
p(v) = -

(a) Zeigen Sie fiir n = 1, dass p homotop zu idgn ist.

(b) Zeigen Sie fiir alle ungeraden n, dass p homotop zu ids~ ist.

Losung fiir Ubung 3: Sein = 2k—1 ungerade. Wir betrachten S™ € R™*! = R™ und schreiben x = (x1,y1, - - ., Xk, Yx)
fiir die Elemente von §™. Sei v: S™ — S™ die folgende Abbildung:

V(X1a917~-~,7¢k79k) = (917—X1>~-- ayka_xk)'

Wir bemerken, dass v stetig ist, und dass < x,v(x) >= 0 fiir alle x € S™, wobei < -, > fiir das Skalarprodukt in
R™*! steht.
Wir definieren die Homotopie H: S™ x [0, 1] — S™ mithilfe v durch die folgende Formel:

H(x, t) == cos(7tt)x + sin(7tt)v(x).
Es ist leicht zu sehen, dass H wohldefiniert ist (iiberpriifen Sie, dass H(x,t) € S™), stetig, und dass H(x,0) = x,

H(x,1) = —x fiir alle x € S™.

Bemerkung 1. Der Beweis benutzt die Existenz einer stetigen Abbildungv: S™ — S™ mit < x,v(x) >= 0 fiir alle x € S™.
Solch ein v heisst unitires Vektorfeld. Es existiert nicht in S™ fiir gerade n (dieser Satz wird Hairy Ball Theorem genannt).

uﬁung 4. Zeigen Sie, dass das Mbiusband homotopiedquivalent zum Zylinder S x [0, 1] ist.

Losung fiir Ubung 4: Das Mobiusband M wurde in der Vorlesung definiert als der Abbildungstorus M = [—1, 1] x
[0, 1]/« fiir die Abbildung

o [—1,1] — [—1,1], x — —x.

Wir behaupten, dass sowohl M als auch der Zylinder S! x [0, 1] homotopiedquivalent zu S' sind, wobei wir
hier S! = [0, 1]/~ fiir 0 ~ 1 benutzen wollen. Eine Homotopiedquivalenz zwischen M und S* ist gegeben durch
f: M — St [(x,1)] = [t] mit Homotopieinversem g: S — M, [t] — [(0, t)].
Uberzeugen Sie sich, dass die Abbildungen wohldefiniert und stetig sind. Es gilt f o g = ids: und g o f >~ idm
mittels der Homotopie
Mo [0,1] = M, ([(x, )], s) = ([x - s, 1)) .

Ahnlich konstruiert man eine Homotopieaquivalenz zwischen S' x [0, 1] und S', woraus die Behauptung folgt, da
Homotopiedquivalenz eine Aquivalenzrelation ist.

uﬁung 5. Seien X und Y homotopiedquivalente Rdume.
(a) Zeigen Sie, dass X genau dann wegzusammenhéngend ist, wenn Y wegzusammenhéngend ist.

(b) Zeigen Sie, dass X genau dann zusammenhédngend ist, wenn Y zusammenhéngend ist.

(c) (x) Seif: X — Y eine Homotopiedquivalenz. Bezeichne [z]7 und [z]yy die Zusammenhangs- bzw. die Weg-
zusammenhangskomponente eines Punktes z in X oder Y. Zeigen Sie, dass [z] 7 — [f(z)]z und [z]lw — [f(z)lw
Bijektionen zwischen den Zusammenhangskomponenten bzw. den Wegzusammenhangskomponenten von X
und Y definieren.

Losung fiir Ubung 5:
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Sei f: X = Y eine Homotopiedquivalenz und sei g: Y — X die Homotopieinverse von f, d.h. es gilt g o f ~ idx
und fo g ~ idy. Angenommen, X ist wegzusammenhéngend. Dann ist auch f(X) C Y wegzusammenhingend
und es gentigt fiir jeden Punkt in Y einen Pfad zu einem Punkt in f(X) zu finden. Sei H: Y x [0, 1] — Y eine
Homotopie zwischen f o g und idy, es gilt also H(y,0) = f(g(y)) und H(y,1) =y furalley € Y,t € [0,1].
Weiter sei nuny € Y beliebig. Dann ist z := f(g(y)) € f(X) und [0,1] — Y, t — H(y, t) definiert einen Pfad von
z nach y, woraus die Behauptung folgt.

Sei f: X — Y eine Homotopiedquivalenz mit Homotopieinversem g wie in (a) und H wiederum eine Homoto-
pie zwischen f o g und idy. Angenommen, X ist zusammenhéngend und es gelte Y = U U V fiir disjunkte,
offene Mengen U,V C Y. Dannist X = f~1(Y) = f~1(U) U f~1(V) die Vereinigung zweier disjunkter offener
Teilmengen von X, also muss nach Voraussetzung (ohne Beschriankung der Allgemeinheit) f~!(U) = () sein.
Wir behaupten, dass daraus U = () folgt. Zunéchst bemerken wir, dass (f o g)(Y) C V gilt. Seiy € Y. Dann ist
wiederum [0, 1] — Y, t — H(y, t) ein Pfad von f(g(y)) nach y. Wegen f(g(y)) € V haben wir somit einen Pfad
von Yy zu einem Punkt in V gefunden und es muss y € V gelten. Somit gilt fiir alley € Y, dassy € V ist, also
U = () wie gewiinscht.

Da stetige Abbildungen Zusammehang und Wegzusammenhang erhalten, induziert jede stetige Abbildung
f: X = Y eine Funktion von der Menge der (Weg-)zusammenhangskomponenten von X in die Menge der
(Weg-)zusammenhangskomponenten von Y, wie in (c) angegeben. Wir wollen zeigen, dass

(flgx))]z = xlz, [Flg(x))w = xlw.

Analog folgt dann
g(f(x)]z = Xlz, [g(f(x))]w = [xlw.

Das hiesse, dass f und g Inverse sind fiir die Zusammenhangs- bzw. Wegzusammenhangskomponenten von
Xund Y. Also wiirden dann [z]z — [f(z)]z und [z]lw — [f(z)]lw Bijektionen zwischen den Zusammenhangs-
komponenten bzw. den Wegzusammenhangskomponenten von X und Y definieren.

Sei H: [0,1] x X — X eine Homotopie mit
H(Oa'):IdX7 H(la):gof

Den Pfad y(t) == H(t,x): [0,1] — X geht von x zu g(f(x)). Es folgt, dass x und g(f(x)) in den gleichen
Zusammenhangs- bzw. Wegzusammenhangskomponente von X sind. Die Aussage folgt.

ﬂﬁung 6.(x) Zeigen Sie, dass On (R) C GL,,(R) ein Deformationsretrakt ist. Die topologische Gruppe GL, (R) ist
in Serie 5, Ubung 4 definiert'.

Lasung fiir Ubung 6: Das Gram-Schmidt-Verfahren kann als Rechtsmultiplikation mit einer oberen Dreiecksmatrix

mit positiven Diagonaleintragen verstanden werden. Desweiteren hdngen die Eintrdge dieser Matrix, sie sei mit
GS(A) bezeichnet, stetig von der zu orthogonalisierenden Matrix A in GL, (R) ab. D.h. wir konnen eine Retraktion
durch

GLh(R) = On(R): A— A -GS(A)

definieren. Dies ist eine Deformationsretraktion, weil

GLn(R) — GLA(R): A+ A - GS(A)

via folgender Homotopie homotop zur Identitit ist:

h: GL,,(R) x [0,1] = GLo(R): (A,t) — A - ((1 —t)GS(A) + tln).

(Sie konnen eine detaillierte Losung hier finden: https://www.mathematik.hu-berlin.de/~wendl/pub/
Kraushar.pdf, Lemma 2.3.13)


https://www.mathematik.hu-berlin.de/~wendl/pub/Kraushar.pdf
https://www.mathematik.hu-berlin.de/~wendl/pub/Kraushar.pdf
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uﬁung 7. (Koprodukt in der Kategorientheorie) Sei C eine Kategorie. Seien A und B zwei Objekte von C. Ein
Koprodukt C von A und B ist ein Objekt von € mit zwei Morphismen « € C(A,C) und 3 € C(B, C), sodass
folgendes gilt: Fiir alle Objekte D von € und Morphismen «’ € €(A,D) und 3’ € €(B, D) gibt es einen eindeutigen
Morphismusy € €(C,D) mita’ =yoound ' =vyo .

(a) Zeigen Sie, dass das Koprodukt, sofern es existiert, eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus ist. Genauer
gesagt: sind C; mit &g, 3; und C; mit x3, 32 wie oben beide ein Koprodukt von A und B, so gibt es einen
eindeutigen Isomorphismus f: C; — Co mit f o &; = &z und fo 31 = B2.

Bemerkung: Man spricht deshalb auch von dem Koprodukt von A und B, statt einem Koprodukt von A und B.

(b) Bestimmen Sie das Koprodukt von zwei Objekten A und B in den folgenden Kategorien.

(i) € = Set.
(ii)) ¢ = Top.
(iif) € = Vekg (Objekte: alle R-Vektorraume, Morphismen: R-lineare Abbildungen).

(iv) Cdie Kategorien aller topologischen Riumen mit Basispunkt, und Morphismen den basispunkterhaltenden
stetigen Abbildungen.

(v) Cist deine Lieblingskategorie.
(vi) Konnen Sie eine Kategorie finden, die keine Koprodukte hat?

Losung fiir Ubung 7:

(a) Sei (C, a, B) ein Koprodukt von A und B. Von der Definition mit D = C, &’ = o und B’ = 3 haben wir, dass

es einen eindeutigen Morphismus y € €(C, C) mit o’ =y o ound B’ =+ o p gibt. Aber 1¢ € C(C, C) erfullt
a=1cooaund f =1c o p.Esfolgt, dassy = 1c.
Sei (D, o/, B’) ein weiteres Koprodukt von A und B. Dann gibt es einen eindeutigen Morphismus y € €(C, D)
mit o’ =yoaxund ' =vy o3, da C ein Koprodukt ist. Der Objekt D ist auch ein Koprodukt, also haben wir
einen eindeutigen v’ € €(D,C) mit « =y’ o a’ und p =y’ o B’. Man sieht, dass vy’ o y € C(C, C) die zwei
Gleichungen o =y’ oyoaund 3 =y’ oy o f erfiillt. Das heisst, dass y’ oy = 1¢ € €(C, C). Aus dem gleichen
Grunde haben wir y oy’ = 1p € C(D, D). Es endet die Ubung.

(b) (i) Das Koprodukt von A und B fiir Set ist (A Ll B;ia,ig) mitia: A - AU B und ig: B — A U B die
offensichtliche Inklusion (wobei sich A LI B als {(a,0) | a € A}U{(b,1) | b € B} ¢ (AUB) x{0,1}
definieren lésst).

(if) Das Koprodukt von A und B fiir Top ist der Summenraum (A + B;ia,ig) mitin: A - A UB und
ig: B — A U B die offensichtlichen Inklusionen.

(iif) Das Koprodukt von A und B fiir Vekg ist (A @ B;ia,ig) mitia: A - A@ Bundig: B - A ® B die
offensichtliche Inklusion.

(iv) Das Koprodukt von A und B fiir € ist die Wedgesumme (A V B;ia,ig) mitia: A — AV B und
ig: B — AV B die offensichtlichen Inklusionen.

(v)
(vi) Sei € die Kategorie, mit allen zusammenhangenden topologischen Raumen als Objekten und stetigen

Abbildungen als Morphismen sind. Es gibt einen Vergissfunktor F: € — Top, also miisste das Koprodukt
von A und B gleich A + B sein. Das ist ein Widerspruch, da A + B nicht zusammenhéngend ist.

“UDIYRFISA -}PIUIDSG-WRILL) Sep 31§ UdZnudg ;



Topologie Friihling 2025

ETH Zirich Lukas Lewark
AT

Serie 7

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* % X%

uﬁung 1. Seien X, Y topologische Raume. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Sei xo € X beliebig und yo € Y mit
f(xo) = yo. Beweisen Sie die Funktorialitdt der Fundamentalgruppe, also folgende Aussagen.

(@) f.:m(X,x0) = m(Y,yo), o] — [f o 0] definiert einen Gruppenhomomorphismus.
(b) (idX)* = idﬂl(X,xo)-

(c) SeiZ ein topologischer Raum, g: Y — Z stetigund zg € Zmitzy = g(yo) = g(f(xo)). Dann gilt (gof), = g.of,,
wobei f,: 1 (X, %0) = 71 (Y,Yo), g« m1(Y,Yo) = 71(Z,20) und (g o f).: m (X, %x0) = m1(Z, 20).

Losung fiir Ubung 1:

(a) Fur f: X — Y stetig ist zu zeigen, dass
i TEI(XaXO) —>7'[1(X,f(X0)), [G] = [foo-]

ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir zeigen zundchst die Wohldefiniertheit von f,: Falls [0] = [0'] gilt,
so ist 0 ~ ¢’ rel {0, 1} via einer Homotopie h. Damit gilt f o 0 ~ f o ¢’ rel {0, 1} via f o h und insbesondere
[f o 0] = [f o 0’]. Wir zeigen noch, dass f. ein Gruppenhomomorphismus ist: Es gilt

fi([o]lt]) = f.([o1]) = [fo o1] = [(fo 0)(f o T)] = [f 0 0][f 0 7] = f,([0])g.([T]),

wobei wir in der dritten Gleichung f o ot = (f o 0)(f o T) benutzen (was sich leicht mit der Definition der
Verkniipfung von Wegen priifen ldsst).

(b) Es gilt [idx o o] = [o] fiir alle Schleifen o an x,.
(c) Seien f: X = Yund g: Y — Z stetig und xo € X. Wir betrachten die Gruppenhomomorphismen
fir (X, x0) = mi(Y; f(x)) und g..: T (Y, f(x0)) = m1(Z, g(f(x0))),
wie in (a) definiert, und zeigen (g o ), = g, o f,: Es gilt fiir alle Schleifen o an x:

(gof)u(lol) =[(gof)oo]l =I[go(foo)]=g.(lfoo]) = g.(f(lo])).

uﬁung 2. Sei A C X ein Retrakt mit Retraktion p: X — A und bezeichne i: A — X die Inklusion. Seia € A C X.
(a) Zeigen Sie, dass 1.: m (A, a) = 11 (X, a) injektiv ist und p..: 7 (X, a) — 71 (A, a) surjektiv ist.

(b) Sei p nun eine Deformationsretraktion. Nehmen Sie zusétzlich an, dass die Homotopie H: X x [0, 1] — X von
Ho =1iopnach H; =idx relativ A ist (d.h. fiiralle t € [0,1],x € A gilt H¢(x) = x). Zeigen Sie, dass dann i,
und p, zueinder inverse Gruppenisomorphismen sind.

(c) (*) Sei p eine Deformationsretraktion. Zeigen Sie, dass auch ohne die zusétzliche Annahme in (b) folgt, dass i,
und p, zueinder inverse Gruppenisomorphismen sind.

Eine Deformationsretraktion mit der Zusatzannahme aus (b) wird oft ,starke” Deformationsretraktion genannt (z.B. von
Janich). In anderen Quellen (z.B. Hatcher) ist die Zusatzannahme Bestandteil der Definition einer Deformationsretraktion.

Losung fiir Ubung 2:
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(a) Esgilt poi=ida und somit fiir die induzierten Homomorphismen
pxoi, = (poi) = (idA)* = idnl[A,a)-
Also ist i, injektiv und p, surjektiv.

(b) Nach Voraussetzung gibt es eine Homotopie H: X x [0, 1] — X zwischen X — X, x — p(x) und idx, sodass
H(x,t) = x fiir alle x € A, t € [0, 1] gilt. Fiir [y] € 7;(X, a) definiert dann H (y(-), -) auch eine Homotopie
zwischen der Schleife

o: [0,1] = A,
s = H{y(s),0) =ply(s)) €A
und v: [0, 1] — X; diese Homotopie ist wegen y(0) = y(1) = a € A relativ {0, 1}. Wegen p o 0 = o gilt also
Lpy (bv]) = Leps ([0]) = 1. ([0]) = [0] = [y,
also i, 0 px = idy, (x,q) und somit mit Teil (a) die Behauptung.
(c) Es gibt eine Homotopie zwischenio p: X — X und idx: X — X. Es folgt, dass
Loop=(iop): m(X a) = m(X (iop)(a))

ein Isomorphismus ist (nach Proposition 12.2 der Vorlesung). Ausserdem ist p.. o i, die Identitét auf 7, (A, a).
Nun folgt die Ubung aus der folgenden Aussage, die in allen Kategorien gilt (warum?): ist fiir zwei Morphis-
men «, 3 die Verkniipfung o o 3 die Identitdt und die Verkniipfung 3 o o ein Isomorphismus, dann ist 3 o o
auch die Identitét.

ﬁﬁung 3.

(a) Seien Xund Y topologische Riume und x¢ € X, yo € Y. Finden Sie einen (kanonischen) Gruppenisomorphismus
zwischen 711 (X x Y, (xg,Yo)) und 711 (X, xg) x 71 (Y, yo).

(b) Sei X = S' x--- x S! fireinn € Nund xq € X beliebig. Bestimmen Sie den Isomorphietyp von 7t; (X, o).

n
Hinweis: Sie diirfen hier benutzen, dass fiir n = 1, 71 (X, x¢) isomorph zu Z ist. Diese Aussage wird in der Vorlesung
noch gezeigt.

Losung fiir Ubung 3:

(a) Wir zeigen, dass die Abbildung

d: 7 (X XY, (x0,Y0)) = m(X,x0) x (Y, yo), [v]— ([mx o], [ty ov])

ein Gruppenisomorphismus ist, wobei mx und 7ty die Projektionsabbildungen auf X beziehungsweise Y
bezeichnen.

Offenbar ist ¢ wohldefiniert, denn wenn [y] = [y’] gilt, so gibt es eine Homotopie H rel {0, 1} von y nach y’.
Da die Projektionsabbildungen stetig sind, sind auch mx o H und 7ty o H Homotopien rel {0, 1} von 7tx oy nach
mix o Y’ beziehungsweise von 7y oy nach 7y o y’. Folglich ist ([rtx o v], [ty 0 y]) = ([mx o ¥'], [ty 0 ¥']).

¢ ist ein Gruppenhomomorphismus, da

& (VIly'D) = & (lyy']) = ([mx o (vy")], [my o (vy")])
([(7tx 0 y) (mx o ¥")], {7ty 0 y) (7ty 0 y")])
mix o Yllmx o y'], [ty o yllmy o y'])

T 0 Y], WYOY])([NXOYI],[TFYOYI])
(Do (D).

= (I
(f
¢
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Weiter ist ¢ surjektiv. Denn ist ([yol, [y1]) € 71 (X, x0) x 1 (Y, yo), so ist
Y(t) = (vo(t),v1(t))

eine Schleife in X x Y mit y(0) =y(1) = (x0,yo) und ¢([yl) = (Iyol, [y1l)-

Es bleibt die Injektivitat zu zeigen.

Seien dazu [y], [y'] € m (X x Y, (xo,yo)). Wir schreiben y(t) = (yo(t),v1(t)) und v'(t) = (v{(t),v1(t)). Dann
ist ¢([y]) = ([yol, byal) und ¢ ([y']) = ([vgl, by1]). Sei nun ¢([y]) = $([y’]). Dann gibt es Homotopien ho,¢, hi ¢
rel {0, 1}, wobei hg ¢ eine Homotopie rel {0, 1} in X von vy, nach v} und h;  eine Homotopie rel {0,1} in Y
von y1 nach vy} ist. Somit ist jedoch Hy(s) == (ho,¢(s), h1,¢(s)) eine Homotpie rel {0, 1} von y nach y’, womit
[yl = [y] gilt.

(b) Aus iterativer Anwendung von Teilaufgabe (a) folgt 71 (X, xo) = Z™.

ﬂﬁung 4. Sei € die Kategorie mit Objekten den Euklidischen Rdumen R™ fiir n € Nund Morphismen Hom(R™, R™)
den glatten Abbildungen von R™ nach R™, die den Ursprung auf den Ursprung senden, mit der iiblichen Verkniip-
fung von Funktionen. Zeigen Sie, dass die Zuordnung 7, die jedem R™ sich selbst und jedem f € Hom(R™,R™)

das Differential Df(0) von f im Ursprung zuordnet, einen kovarianten Funktor von € nach € definiert.

Losung fiir Ubung 4: Sei f € Hom(R™,R™). Da die Abbildung Df(0): R — R™ linear ist, ist sie auch eine
glatte Abbildung. Es folgt, dass F(f) € Hom(R™,R™). Das heisst, dass f wohldefiniert ist. Zeigen wir, dass F
ein kovarianter Funktor ist. Wir miissen lediglich priifen, dass fiir alle f € Hom(R™,R™), g € Hom(R™,R")
F(gof) =F(g) o F(g) gilt. Aber

F(gof)=D(gof)(0)
= Dg(f(0)) o Df(0)
= Dg(0) o Df(0)
= F(g) o F(f).

Die zweite Gleichung ist die Kettenregel, und die dritte Gleichung kommt von f(0) = 0.
ﬂﬁung 5. Sei U gegeben durch folgendes Tripel von Daten:
* Ob(U) ist die Klasse der kleinen Kategorien, d.h.

Ob(U) ={€ | C ist eine Kategorie, fiir welche Ob(C) eine Menge ist},

* Hom(C, D) ist die Menge der kovarianten Funktoren von € nach D,
* Hom(€, D) x Hom(D, £) — Hom(C, &) ist durch Nacheinanderausfiithren von Funktoren gegeben.

Zeigen Sie, dass U eine Kategorie bildet.

Losung fiir Ubung 5: Sei Ide der Identitdtsfunktor fiir alle Objekte € von Ob(U). Dieser ist der Identititsmorphis-
mus le, denn fir alle F € Hom(€, D) und ¥’ € Hom(D, €), haben wir

Ideoffrlzgjl, EFoIde:f}”,

Um eine Kategorie zu haben, sollen wir zeigen, dass wir fiir alle (H,3,F) € Hom(€,D) x Hom(D, €) x
Hom(€, B)
FoGeHom(B,D), Fo(GoH)=(FoG)oKH

haben.
Seien B,B’,B” € Ob(B), f € Hom(B,B’) und f' € Hom(B’,B”). Wir haben die Komposition ¥ o §(B) =
F(S(B)) € Ob(€) und
F o G(f) = F(S(f)) € Hom(F(S(B)), F(S(B"))).
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Am Ende haben wir
F(S(f) o F(S(f)) = F(S(f") 0 §(f)) = F(S(f o f')) € Hom(B,B").

Das heisst, dass F o G ein Funktor ist. Schliesslich muss man noch F o (§ o H) = (F o §) o H priifen, was aber direkt
folgt.

‘Ubung 6.(x+) Finden Sie eine stetige Surjektion S! — $2. Konnen Sie fiir alle m,n € N eine stetige Surjektion
S™ — S™ finden?

Losung fiir Ubung 6: Wenn m > n ist es nicht schwer, Beispiele zu finden. Wenn m < n konnen Sie nach , space-
filling curves “ suchen. Es gibt eine surjektive stetige Abbildung

f1:[0,1] — [0, 1]%

(Nebenbemerkung: so ein f; ist niemals injektiv; denn dann wire f; als stetige bijektive Abbildung von einem
kompakten Raum in einen Hausdorffraum ein Homéomorphismus, und wir wissen, dass [0, 1] und [0, 1]2 nicht
homoomorph sind). Dann haben wir stetige surjektive Abbildungen f,, = f; x Id: [0, 1] x [0, 11 = [0,1)% x
0,11 =[0,1]"*"L. Es folgt, dass es Abbildungen fmy, n: [0,1]™ — [0, 1]™ gibt, die surjektiv und stetig sind. Da

01 g0, =™

konnen wir nun surjektive stetige Abbildungen von S™ zu S™ konstruieren.
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Serie 8

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* ok ok

‘Ubung 1. Zeigen Sie, dass es keinen Homéomorphismus f: R2 \ $* — R2 \ S! mit £(0,0) = (2,0) gibt.

Losung fiir Ubung 1: Sei f: R? \ S! — R2\ S! ein Homéomorphismus. Wir wollen benutzen, dass R? \ S! zwei
Zusammenhangskomponenten hat. Es bezeichne A die unbeschriankte und B die beschrankte Zusammenhangskom-
ponente (sodass B die offene Einheitskreisscheibe in R? ist). Weil f ein Homéomorphismus ist, werden die beiden
Zusammenhangskomponenten von R? \ S! von f entweder beibehalten oder vertauscht. Wenn f(0,0) = (2, 0) gilt,
dann muss f die beiden Zusammenhangskomponenten A und B wegen (0,0) € B und (2,0) € A vertauschen.
Insbesondere ist dann f|g: B — A ein Homdomorphismus. Dies ist jedoch unméglich, denn die Fundamentalgruppe
von B ist trivial, wihrend 71; (A) = 711 (S') = Z ist, da S* ein Deformationsretrakt von A ist.

(aﬁung 2. Seien X ein topologischer Raum und xy € X.
(a) Sei 3 eine Schleife an xy. Beschreiben Sie die Abbildung
Yp:m(X,x0) = m(X,x0), [od — [(B'a)B],
(vgl. Proposition 12.1 aus der Vorlesung vom 11. April) mit Begriffen aus der Gruppentheorie.

(b) SeiY ein topologischer Raum, yo € Y und seien f, g: X — Y homotope Abbildungen mit f(x¢) = g(xo) = yYo.
Was konnen Sie tiber f,, g.: 7 (X, xo) = 71 (Y, yo) aussagen?

Losung fiir Ubung 2:

(@) Esgilt yg ([o) = (B o) B)] = B~ HId[B] = [B]~*[ed[B], also entspricht P der Konjugation mit [B].

(b) Die Homotopie zwischen f und g gibt uns einen Weg 3 von f(xo) = yo nach g(xo) = yo, also eine Schleife
an Yy, mit f, =1 o g, (Proposition 12.2 der Vorlesung, 5.40). Wegen Teilaufgabe (a) gilt dann also f,(a) =
[Blg.(a)[p] ! fiir alle a € 7y (X, o).

Ubung 3.(x) Seir > 0 eine Konstante. Sei f: R? — R? eine stetige Abbildung, sodass |f(v) — v| < T fiir alle v € R2
W 8 g
gilt. Zeigen Sie, dass f surjektiv ist.

Losung fiir Ubung 3: Wir nehmen an, dass f nicht surjektiv ist, und betrachten die induzierte Abbildung f:R?2 —
R?\ {(0,0)}, wobei ohne Einschrankung (0, 0) € R? ein Punkt sei, der unter f kein Urbild hat. Wir betrachten nun
den induzierten Gruppenhomomorphismus f,: 7t (R?, (2r,0)) — 71 (R? \ {(0,0)}, f(2r,0)) und die Schleife

o [0,1] — R?,
t — (2r cos(27tt), 2rsin(27tt)).

Aus der Voraussetzung folgt, dass fiir alle t € [0, 1] die Strecke zwischen den Punkten f(«(t)) und
(If(2r,0)| cos(27tt), [f(2r,0)| sin(27tt))

nicht durch den Ursprung verlduft. Also ist f o « via der linearen Homotopie homotop rel {0, 1} zur Schleife an
f(2r,0), die den Kreis vom Radius |f(2r,0)| um den Ursprung gegen den Uhrzeigersinn durchlauft. Somit gilt

f. ([od) = [f o of # 0 € T (R*\ {(0,0)}, f(2r,0)).

Dies steht wegen 71 (R?, (2r,0)) = {1} (da R? kontrahierbar ist) im Widerspruch dazu, dass f. ein Gruppenhomo-
morphismus ist.
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uﬁung 4. Sei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum. Zeigen Sie, dass X einfach zusammenhéngend
ist genau dann, wenn es fiir alle Paare von Punkten x,y in X eine eindeutige Homotopieklasse (rel Endpunkte) von
Pfaden gibt, die diese beiden Punkte verbindet.

Losung fiir Ubung 4: Wir nehmen zunichst an, dass X einfach zusammenhdngend ist. Seien x,y € X zwei Punkte
und «, B zwei Wege von x nach y. Nach Voraussetzung gilt 7t; (X, x) = 71 (X,y) = {1} und daher 3! ~ const, rel
{0,1}und a~! ~ consty rel {0, 1}. Daraus folgt

o~ ccconsty ~ (B 1B) =~ (xp )P ~ consty p ~ B

rel Endpunkte. Da « und 3 beliebig waren, gibt es also eine eindeutige Homotopieklasse von Pfaden von x nach y.

Umgekehrt nehmen wir an, dass es fiir alle x,y € X eine eindeutige Homotopieklasse (rel Endpunkte) von
Pfaden gibt, die diese beiden Punkte verbindet. Sei x € X. Dann gibt es eine eindeutige Homotopieklasse von
Pfaden von x nach x. Also sind alle Schleifen an x homotop rel Endpunkte und es gilt 7; (X, x) = {1}.

uﬁung 5.(x) Sei (G, -) eine topologische Gruppe mit neutralem Element e. Zeigen Sie, dass m; (G, e) kommutativ
ist!.

Losung fiir Ubung 5: Seien [od, [B] € 711 (G, ) und bezeichne o: G x G — G die Multiplikation der Gruppe. Wir
schreiben auch e fiir die punktweise Multiplikation von Wegen. Diese erhilt Stetigkeit. Dann gilt

(occonst.) e (conste 3) = (o« ® const)(const. @ ) = xf
und (x const.) e (conste B) ~0 1} « ® 3. Andererseits gilt auch
o e 3 ~(1} (conste x) e (P conste) = P,

also folgt «f3 >~ oc @ 3 >~ B und damit die Behauptung.

ﬂﬁung 6. Sei X ein kontrahierbarer topologischer Raum. Zeigen Sie, dass X einfach zusammenhingend ist.
Dies folgt direkt aus der Invarianz der Fundamentalgruppe unter Homotopiedquivalenzen, kann aber in diesem
Spezialfall auch direkt gezeigt werden.

Losung fiir Ubung 6: Wir zeigen zuerst, dass X wegzusammenhéngend ist.

Lemma 1. Sei X ein kontrahierbarer topologischer Raum, dann ist X wegzusammenhingend.

Beweis. Da X kontrahierbar ist, finden wir H: X x [0,1] — X eine Homotopie zwischen idx und der konstanten
Abbildung, d.h. H(x,0) = x und H(x, 1) = x, fiir alle x € X, und einem beliebigen Punkt x, € X. Sind also y,z € X
gegeben, so gibt es einen Weg von y nach z, ndmlich y: [0,1] — X,

v(s) = {H(U,QS) falls s € [0,1/2]

H(z,2—2s) fallss e [1/2,1].
O

Wir zeigen jetzt, dass m; (X, xo) = {1}. Seiy: [0, 1] — X eine Schleife an x¢, d.h. y(0) = y(1) = x¢. Die Abbildung

F: [0,1] x [0,1] — X,
F(57 t) = H(Y(S), t)a

erfillt F(s,0) = vy(s), F(s,1) = xo.

Wir bemerken, dass die Abbildung «: [0,1] — X, die als «(t) := F(0,t) = H(xo,t) definiert ist, ein Weg mit
a(0) = (1) = xg ist. Insbesondere definiert « ein Element von 711 (X, xg).

Wir denken tiber die Homotopie G: [0, 1] x[0, 1] — X, G(s, t) := H(«(s), t) nach und wir definieren die Abbildung
K: [0,1] x [0, 1] — X als (sieche Abbildung unten, wir schreiben c, fiir const,,)

G(t,1—3s) fallsse[0,1/3]

K(s,t) =< F(3s—1,t) fallss e [1/3,2/3]
G(t,3s—2) fallss e [2/3,1].
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t 1
X Cxp X 104 Cxo o

Man kann zeigen, dass K stetig ist, dass K(-,0) = oy, K(+,1) = o« Lcy, o und dass K(0,t) = K(1,t) = xo fiir
alle t € [0,1]. (Hier schreiben wir 00503 fiir die Verkettung der drei Wege o3, mit einem Drittel des Intervalls
fiir jeden Weg; dies ist homotop rel Endpunkte zu (0;02)03 und o1 (0203)). Die Abbildung K ist eine Homotopie
zwischen o 'ya und o tey, . Es folgt, dass

[ 'yal = [a ey = [y] = [l ey ad [ '] = [ex,)
Das heisst 71 (X, xo) = {lex, ]} = {1}

uﬁung 7. Ein Gruppoid ist eine kleine Kategorie, in der jeder Morphismus ein Isomorphismus ist. (Zur Erinnerung;:
eine Kategorie ist klein, wenn ihre Objekte eine Menge bilden, vgl. Serie 7, Ubung 5).

(a) Priifen Sie, dass fiir alle Gruppoide G und alle Objekte X € Ob(G) die Morphismenmenge G(X, X) eine
Gruppe bildet. Finden Sie eine 1:1 Korrespondenz zwischen Gruppen und Gruppoiden mit nur einem Objekt.

(b) Seien G ein Gruppoid und X, Y € Ob(G), so dass ein f € G(X, Y) existiert. Zeigen Sie, dass G(X, X) und G(Y,Y)
isomorphe Gruppen sind.

(c) Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren die Kategorie IT; (X), die als Objekte genau die Punkte in X hat
(also Ob(TT;1 (X)) = X), und als Morphismenmenge TT; (xo, X1 ) die Wege von x( nach x; bis auf Homotopie rel
Endpunkte. Zeigen Sie, dass TT; (X) ein Gruppoid ist (das sogenannte Fundamentalgruppoid).

(d) Zeigen Sie, dass

IT; : Top — Kategorie der Gruppoide
X = T1(X).

ein Funktor ist. (Die Kategorie der Gruppoide ist dhnlich wie in Serie 7, Ubung 5 definiert).

(e) Wie konnen Sie 7t; (X, x¢) mit Hilfe von TT; (X) beschreiben?

Losung fiir Ubung 7:

(a) Wir wollen zeigen, dass (G (X, X), o) eine Gruppe ist. Der Morphismus 1x € G(X, X) ist das neutrale Element.
Die Definition von Kategorie impliziert auch, dass die Komposition o assoziativ ist. Und fiir alle f € G(X, X),
gibt es Inverse f~! € G(X, X), da f eine Isomorphismus ist.

Die gesuchte 1:1 Korrespondenz schickt nun ein Gruppoid G mit nur einem Objekt X auf die Gruppe G(X, X),
und umgekehrt eine Gruppe H auf das Gruppoid mit einem Objekt X, und Morphismenmenge von X nach X
gegeben durch H.

(b) Man sieht, dass

Cs: G(X, X) — G(Y,Y)
g— 1‘91“1

eine Isomorphismus zwischen beiden Gruppen ist. Sein Inverses ist C¢—1.
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(c) Sei ([v], [y’]) € TT1(X)(x0,%1) % TT1(X)(x1, x2). Die Komposition der Homotopieklasse der Wege y und vy’ ist
die Homotopielasse [y] o [y'] = [yy'] € TT1(X)(x0, x2). Es wurde in der Vorlesung bewiesen, dass o assoziativ
ist. Die Homotopieklassen der konstanten Wege fungieren als 1-Morphismen. Das heisst, dass TT; (X) eine
Kategorie ist. Ausserdem gilt fiir alle Wege vy von xo nach x;, dass [y] o [y '] = [yy '] = [consty,]. Es folgt,
dass [y] € TT;(X)(x0,x1) ein Isomorphismus ist.

(d) Wir miissen noch IT; fiir Abbildungen definieren. Seien X,Y € Top zwei topologische Réume und f: X — Y
ein Morphismus f € Top(X, Y), d.h eine stetige Abbildung von X nach Y. Nun sei IT; (f) der Funktor

Ty (): T (X) — T (Y)
X0 = f(XO)
[yl € TT1(X)(x0,%1) = [foy] € TTI1(Y)(f(xo), f(x1)).

Man priift zuerst, dass IT; (f) tatsdchlich ein Funktor zwischen den Gruppoiden TT; (X) und TT; (Y) ist, also
dass TTy (f)([consty,]) = [conste(x,)] und TTy (f) ([y] o [y']) =TTy (f)([y]) o Ty (f)([y']). Danach priift man, dass ITy
tatsdchlich ein Funktor von Top nach der Kategorie der Gruppoide ist, also dass TT; (idx) der Identitadtsfunktor
von TT (X) ist, und Iy (f o g) =TTy (f) o TT; (g). All diese Eigenschaften folgen direkt aus den Definitionen.

(e) Esist direkt zu sehen, dass 711 (X, xg) = TT1(X) (%0, X0).

Ritsel: Gegeben sei ein Bilderrahmen und ein Faden, der an seinen Enden am Bilderrahmen befestigt ist. In der
Wand seien zwei Négel eingeschlagen. Konnen Sie den Bilderrahmen so an den zwei Négeln aufthéngen, dass er
sicher herunterféllt, sobald Sie einen der beiden Négel aus der Wand ziehen?

Losung fiir Ubung 8: Hinweis: Seien a und b die beiden Erzeuger von mt; (X, (0,0)) fiir X = R?\ {(—1,0), (1,0)}.
Studieren Sie aba~ b~
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Serie 9

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* % X%

UEung 1.(x) In Serie 8, Ubung 2 haben wir gesehen, dass fiir X, Y zwei topologische Rdume, xg € X, yp € Y und
f,g: X = Y zwei homotope Abbﬂdungen mit f(xo) = g(x¢) = yo ein Weg 3 mit f. =g o g. existiert. Finden Sie
Abbildungen f, g wie in Serie 8, Ubung 2 (b), sodass f, # g. gilt'.

Losung fiir Ubung 1: Seien X = S* und Y = S! \V S1. Wir beschreiben Elemente in S! durch reelle Zahlen 6, mit
denen e?™® ¢ §! gemeint ist. In Y beschreiben wir Elemente mit einem Paar (6,1) fiir 8 € S'und i = 0, 1. Die
Punkte (0,0) = 0 und (0, 1) sind identifiziert in Y. Seien

f: St = Sstvst
0 —(0,0)
und
g: St = stvs?
(—36,1) wenn0<0<1/3,
0 — (36,0) wenn 1/3 <0 <2/3,

(30,1) wenn 2/3 < 0 < 1.

Man kann mit Hilfe des Verklebungslemmas zeigen, dass g stetig ist. Wir wissen auch, dass

7-(1(51 \/Sla (070) = (031)) =Z+7

von den Wegen «: 6 — (0,0) und 3: 8 — (6, 1) erzeugt ist. Man bemerkt, dass Z * Z nicht kommutativ ist! Sei
v: 8 — 0 ein Erzeuger der Fundamentalgruppe 7, (S*, 0). Es ist klar, dass

foolyl e (o, gu: vl = (B ) Bl
Das heisst, dass f. # g.. Wir haben jedoch eine Homotopie zwischen f und g:

H:S!' % [0,1] — StV s!

(=30 —1,1) wenn 0 < 6 < 154,
301+t - ,

(0,t) — (1_‘_2,(, > wenn 2t <0 < 2L
(30 —t,1) wenn 2t <0 < 1.

Wir bemerken, dass [0,1] — SV S, t +— H(0,t) = (—t, 1) die Schleife [3~!] ist.

‘Ubung 2. Seien H und K Gruppen.

(a) Zeigen Sie: Falls alle Elemente von H \ {1} und K \ {1} unendliche Ordnung haben, dann haben auch alle
Elemente von (H * K) \ {1} unendliche Ordnung. Schliessen Sie daraus, dass Z * Z nicht isomorph zu (Z/27Z) *
(Z/37) ist.

(b) Gibt es einen surjektiven Gruppenhomomorphismus von H * K nach H x K?

Losung fiir Ubung 2:

‘ua8omaq 0fi ssnwr 6 pun 3 uaydsIMz 1 ardojowol 91
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(a) Wir betrachten ein reduziertes Wort w in H * K und nehmen an, dass es endliche Ordnung n hat. Wenn w
gerade Lange hat, dann muss w™ ebenfalls reduziert sein, und kann darum nur das triviale Wort sein, wenn
w trivial war. Wenn w ungerade Lange hat, dann konnen wir Potenzen von w reduzieren und Induktion zeigt,
dass w™ von der Form a™ sein muss fiir ein a in H oder K. So ein Element ist allerdings nur trivial, falls a und
somit w trivial war.

(b) Die Inklusionen H — H x K und K — H x K induzieren einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus
@: H*K — H x Kmit ¢(h) = (h,1) und @(k) = (1,k) fiir alle h € H,k € K (wegen der universellen
Eigenschaft des freien Produkts H * K). Es gilt somit ¢(h * k) = (h,1) - (1,k) = (h,k) furalleh € H,k € K
und ¢ ist somit surjektiv.

uﬁung 3. Sei G = (ay,...,an) wie in der Vorlesung die freie Gruppe mit Erzeugern a, ..., a,, d.h. das freie
Produkt von n Kopien von Z, wobei a; die 1 in der i-ten Kopie bezeichnet. Sind 71, ..., 1« € G, so schreiben wir

(a1,...,Qn | T1,. ., TK)

fiir die Faktorgruppe G/N, wobei N der Normalteiler von G ist, der von allen Konjugierten der 1, .., 1y erzeugt
ist. Zeigen Sie, dass die folgenden Gruppen jeweils isomorph sind.

@) (x,y|x6,x!% xyx~—ly~1) = (Z/3Z) & Z.
(b) (x,y[x*y?) = (Z/2Z)  (Z/3Z).

(© (xylx*y? x*yh) = {1}

d) (x,y|x*y3) = (a,b|abab la"lbl).

Losung fiir Ubung 3: Der Einfachheit halber bezeichnen wir im folgenden mit x nicht nur das Element der freien
Gruppe G, sondern auch die Nebenklasse [x] in der Faktorgruppe G/N.

(@) Daxyx !yt =1, wissen wir, dass xy = yx in G/N. Es handelt sich also um eine abelsche Gruppe. Wir haben

ausserdem, dass (x®,x15) = (x3), weil x* = x!15x76x7¢ und x® = x3x3, x!5 = (x3)5. Die Gruppe G/N ist dann

7%/(x®=0) = (Z/3Z) ® Z.

(b) Bezeichne einen jeweiligen Erzeuger von (Z/2Z) und (Z/3Z) mit a und b. Um einen Gruppenhomomor-
phismus f: G/N — (Z/2Z) * (Z/3Z) zu definieren, gentigt es, die Bilder von x und y festzulegen, sodas
x? und y? auf 1 geschickt werden. Definieren wir also f durch f(x) = a,f(y) = b. Umgekehrt kann man
(dank der universalen Eigenschaften des freien Produktes) g: (Z/2Z) * (Z/3Z) — G/N durch Abbildungen
(z2/2Z) — G/N und (Z/3Z) — G/N festlegen. Wéhlen wir also g(a) = x,g(b) = y. Dann sind f und g
zueinander inverse Gruppenhomomorphismen.

(c) Wir haben, x = x3x 2 =y 1y =y, also 1 = x*y®> = x> und 1 = x3y? = x". Dax = (x")3(x%)~* = 1, folgt
x =1=1y. Also ist G/N trivial.

(d) Seien G;/N; := (x,y | x*y~3) und G2/N3 = (a,b | abab~!a~'b~!). Ahnlich wie in (b) definieren wir jetzt
zueinander inverse Gruppenhomomorphismen @;: G;/N; — G3/Ng und @2: G2/Ng — G1/N;. Um ¢, zu
definieren, geniigt es, die Bilder von x und y festzulegen; dies muss so geschehen, dass x?y~2 auf 1 geschickt
wird. Wir definieren

@1: (x,y) = Ga,x — bab,y — ab.

Wir haben wie benétigt ¢1(x?) = babbab = abab'a 'b~'babbab = ababab = ¢;(y?). Wir definieren
jetzt
@2: {a,b) = Gi,b = xy L a—yx !

Wiederum haben wir wie benétigt @a(abab ta™'b™!) = y*x " Ixyly?xtyxIxy2yx ! = y3x 2 = 1. Es

ist klar, dass @1 und @5 invers zueinander sind.
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uﬁung 4. Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe des projektiven Raums RP? (vgl. Ubung 4 von Serie 4).

Losung fiir Ubung 4: Wir verwenden die Definition RP? = D?/ ~, wobei D? = {x € R? | ||x|| < 1} und ~ erzeugt ist
von x ~ —x fiir alle x € D? mit ||x| = 1. Nun sind

U={|x €D x| <2/3),
V ={ix | x € D |[x|| > 1/3}

und U NV offen und wegzusammenhingend. Wahle xo = [(1/2,0)] € UN V. Da U = B(0, 1) zusammenziehbar
ist, ist 711 (U, xo) trivial. Der Raum V hat als Deformationsretrakt {[x] | x € D2, ||x|| = 1}. Dieser Raum ist S!/ ~ mit
~ erzeugt von x ~ —x. Er ist zu $' homdomorph via $'/ ~ — S!,[z] — 2. Somit ist 1 (V, x0) = Z, erzeugt von
der Klasse der Schleife oy : s — [e™5 /2] (Achtung: nicht e2™s1). Auch U NV hat als Deformationsretrakt {[x] | x €
D2, ||x|| = 1/2} = S. Also ist ; (U NV, %) = Z erzeugt von der Klasse der Schleife oyqy: s — [e2™/2]. Nach
dem Satz von Seifert-van Kampen ist 71 (RP?, x) isomorph zu 7 (V,x¢)/N, wobei N erzeugt ist von Konjugierten
von kY ([o])kY ([071]). Da 71 (V,x0) = Z abelsch ist, spielen die Konjugierten keine Rolle. Es geniigt, den Erzeuger
[ounv] zu betrachten. Wir haben Y ([oy~v]) = 1 (da 7t; (U, o) trivial) und kY ([ounv]) = 2[ov], nach der expliziten
Beschreibung von oynyv und oy. Unter dem Isomorphismus 7 (V, o) — Z geht also N auf 2Z. Wir erhalten als
Ergebnis 7t; (RP?, x) = Z/27Z.

Man erhilt dieses Ergebnis auch als Spezialfall von Ubung 6 (a), da RP? aus S durch Anheften einer 2-Zelle mit
Verklebeabbildung S* — S!,z + z? entsteht.

Uﬁung 5. (Fundamentalgruppe von Graphen.)(x) Sei G = (V, E) ein endlicher Graph. Das heisst, dass V eine
endliche Menge ist (die Menge der sogenannten Ecken) und E C V x V (die Menge der sogenannten Kanten).
Wir ordnen G folgenden topologischen Raum X zu: versehe V und E mit der diskreten Topologie, und setze
X=(V+(Ex[0,1]))/ ~, wobei ~ erzeugt ist durch v; ~ ((vo,v1),1) fiir alle (vo,v1) € Eund i € {0, 1}. Bestimmen
Sie die Fundamentalgruppe von X.

Losung fiir Ubung 5: Es ist am einfachsten, auch Multigraphen zu erlauben, d.h. Graphen mit mehreren Kanten
zwischen den gleichen Endpunkten. Formal kann man dies umsetzen, indem man als E eine Multimenge zul4sst.

Seixg € Xund C C X die Wegzusammenhangskomponente von xq. Dann 7t; (X, x¢) = 711 (C, x¢). Also betrachten
wir nur den Fall, dass X wegzusammenhédngend ist. Das ist dazu dquivalent, dass G zusammenhéngend im Sinne
der Graphentheorie ist.

Falls G nur eine einzige Ecke hat, so ist X hom&omorph zum Wedge von |E| Kreisen, und also ist dann 7 (X, x)
eine freie Gruppe mit |E| Erzeugern. Falls G mehr als eine Ecke hat, so gibt es (da G zusammehéangend ist) eine
Kante (v,v’) mit zwei verschiedenen Endpunkten v # v’. Betrachte den Graph G’, bei dem diese beiden Endpunkte
identifiert, und die Kante entfernt. Man sieht, dass der Raum X’ dieses Graphen homotopiedquivalent zu X ist (X’
entsteht durch das Zusammenschlagen der Kante zu einem Punkt), also eine isomorphe Fundamentalgruppe hat.
Der Graph G’ hat eine Ecke und eine Kante mehr als G. Also folgt per Induktion, dass 711 (X, x¢) eine freie Gruppe
mit |E| — |V| + 1 Erzeugern ist.

Als alternative Losung wihlt man einen maximalen Baum B in G. Nun priift man, dass durch das Zusam-
menschlagen von B in X zu einem Punkt ein homotopiedquivalenter Raum X’ entsteht (das ist dhnlich, aber etwas
komplizierter als die Homotopiedquivalenz in der ersten Losung). Da G wegzusammenhéingend ist, enthalt B alle
Ecken von G und B enthilt [V| —1 Kanten. Der Raum X’ ist dann homdomorph zum Wedge-Produkt von [E|—|V|+1
Kreisen. Das Resultat folgt.

Schliesslich ist auch eine Losung direkt mit Hilfe des Satzes von Seifert-van Kampen moglich, indem man zeigt,
dass das Hinzufiigen einer Kante an bereits bestehende Ecken in der gleichen Wegzusammenhangskomponente die
Fundamentalgruppe durch ein freies Produkt mit Z dndert.

Uﬁung 6.(x) Sei X ein topologischer Raum, k > 1, und ¢: S*°! — X stetig. Wir sagen, X U, D¥ entsteht aus
X durch Anbheften einer k-Zelle. Hier ist D* = {x € R* | ||x|| < 1}. (Siehe Kap. 8, S. 23 in den Aufschriften fiir die
Definition einer Anheftung U,,).

(a) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von X U, D¥ fiir k = 2.

(b) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von X U, D fiir k > 3.
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(c) Seien m,n € N. Konstruieren Sie einen topologischen Raum X mit

(X, x0) = (Z/mZ) * (Z/nZ).

Losung fiir Ubung 6:

(a) Sei @: S* — X eine stetige Funktion. Wir benutzen den Satz von Seifert und van Kampen. Wir zerlegen die
2-Zelle D? wie D? = D U A mit

D={xeR?||x]| <2/3}und A = {x € R? | ||x|| € (1/3,1]}.
Sei nun
B=DnNA={xeR?||x|| €(1/3,2/3)).

Wir kénnen jetzt X U, D% als (X U, A) U D schreiben. Seien U = X Up A,V = Dundxp € B.DannUNV = B
und wir erhalten das folgende kommutative Diagramm von Fundamentalgruppen im Satz von Seifert-van
Kampen:

KV ~
(B, x0) ————— m(D,x0)

| !

7T1(X U(P A,Xo) — 7T1(X U(p D27X0)

Zuerst ist es klar, dass m; (15, xg) = 1. Also ist kY : 71 (B, xg) — 71 (15, Xo) die Nullabbildung. Wir sehen, dass
B als Deformationsretrakt S* hat. Also ist 7t;(B,x¢) = Z von y: s ~ e'$/2 erzeugt. Wir haben auch den
Isomorphismus i.: 71 (B, xg) — 71 (A, X¢), der von der Inklusion i: B <— A induziert ist. Die Homotopie

F:Ax[0,1] = A
(x,t) x|t

zeigt, dass A als Deformationsretrakt S! hat. Aus dem Verklebungslemma deduzieren wir einen Deformati-
onsretrakt Id Uy, F: XUy A x [0,1] =+ XUy A von XU, A zu X. Sei p(-) = F(+, 1). Die Abbildungen

7ot T (X Ugp A, xg) = 111 (X, %0) und i, : 711 (X, x0) = m1 (X Ug A, X0)

sind invers zueinander (vgl. Serie 7, Ubung 2 (b)). Doch gibt es i,: 711 (B, xo) = M1 (X Uy A, x0), [y] — [@] mit
[p] die Klasse, die von ¢ erzeugt ist (legen wir xq auf ¢ (1) und betrachten den Weg s +— @(e2'%)). Unser
kommutatives Diagramm hat also die Form

Ke=1 =

(B, x0) = ([yl]) —————— m(D,x0) =1

1 (X Ug A, x0) = 11 (X, xg) — 1 (X Uy D2, %)

Dai,: B — f), [y] — 0, gilt
7-[1(X U(,D D27X0) = 7T1(X7X0)/N,

wobei N aus allen Konjugierten von [¢] besteht.

Bemerkung 1. Eine 2-Zelle anzukleben, tétet @: S' — X in der Fundamentalgruppe. Genauer gesagt: @ bestimmt
eine Konjugationsklasse in 1 (X, x¢), die aus allen Elementen der Form [tot—1] besteht, wobei T ein beliebiger Weg
von xo nach @ (1) ist, und o der Weg s — @(e>™*). Durch das Ankleben der 2-Zelle wird diese Konjugationsklasse
herausgeteilt.
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(b) Sei @: S*~1 — X eine stetige Funktion. Wir zerlegen wie in (a) die k-Zelle D* wie D* = D U A mit
D={xeR"||x|]|<2/3}und A = {x € R* | ||x|| € (1/3,1]}
und definieren wieder
B=DNA={xeR*||x| e (1/3,2/3)}.

Wir konnen jetzt X U, Dk als (X Up A) U D schreiben. Seien U = X Up A,V = D und Xo € B. Dann
UNYV = B. Mann sehen, dass die Fundamentalgruppe von D, B und A trivial sind, weil diese topologische
Riume jeweils einen Punkt, $*~! und S*~! als Deformationsretrakt haben. Das kommutative Diagramm von
Fundamentalgruppen im Satz von Seifert-van Kampen ist also

-~

Tcl(BaXOJ =1 # 7'(1(D,X0) =1

N l

I'V
(X Ugp A, xg) —— M (X Uy D¥,x0)
Es folgt, dass 1 71 (X Uy A, x0) — 71 (X Uy, D, x0) ein Isomorphismus ist. Da X U, A auf X deformation-
sretrahiert, folgt 7; (X Uy, DX, %q) = 711 (X, x0).

Bemerkung 2. Eine k-Zelle mit k > 3 ankleben, indert die Fundamentalgruppe nicht.

(c) Sei X = S!, dann 71;(X,1) = Z = ([y]) mit y: S — S',z + z. Sei @: S! — S,z +— z™. Wir haben, dass
[@] = n[y]. Aus (a) haben wir

m (XU, D?) = “1(X)/<[(p]> = 7,/nZ.

Wir finden auf diese Weise zwei topologische Rdume Y und Z mit jeweiligen Fundamentalgruppen Z/mZ
und Z/nZ. Das Wedge-Produkt YV Z von Y und Z hat Fundamentalgruppe Z/mZ * Z/nZ.
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Serie 10

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* % X%

uﬁung 1. Benutzen Sie den Satz von Seifert und van Kampen, um die folgenden Fundamentalgruppen zu
bestimmen:

(@) 71 (T?,%0), wobei T2 den Torus bezeichnet,

(b) 71(K,xq), wobei K die Kleinsche Flasche bezeichnet.

Losung fiir Ubung 1:

(a) We first determine the fundamental group of T? \ {p} for any point p € T2 Let us represent the torus T*

as a square with opposite sides identified, that is Q/~, where Q = [-1,1] x [-1,1] and (x,—1) ~ (x, 1) for
x € [-1,1], (-1,y) ~ (1,y) fory € [—1,1] (see Figure.
o
B P B
x

Moreover, we can assume that p = (0, 0) is the center of the square. Observe that Q \ {p} deformation retracts
on the boundary of the square 9Q, via the “linear” homotopy

H((x,y),t) = (1 = t)(x,y) + tb(x, y),

where b(x,y) € 9Q is the unique intersection of 0Q with the ray starting from p and going through (x,y).
As a result, the fundamental group of (Q/~) \ {p} is the same as the fundamental group of 0Q/~. However,
observe that 0Q/~ is homeomorphic to the wedge sum of two circles, hence we obtain that

m (T2 \{p}xo) =m (8Q/~,x0) =m1 (S'VS') =m (S') xmy (S!) =Z*Z

by the Seifert-van Kampen Theorem.

Now, let us use this to determine 7; (TQ). To that end, consider the open cover of T2 consisting of the
open sets A = (Q/~) \{(0,0)} € Q/~and B = int(Q) = (—1,1) x (—1,1) € Q/~. By the above discussion,
the fundamental group of A is Z * Z, whose generators are a = [«] and b = [3], where o, 3: [0,1] — A
are the curves «(t) = (—1 4+ 2t,—1) = (—1 4+ 2t,1) and B(t) = (—1,1 — 2t) = (1,1 — 2t) (see the above
figure). On the other hand, B is contractible and thus has trivial fundamental group. Moreover note that
ANB = ((—1,1) x (—1,1)) \ {(0,0)} is homotopy equivalent to S!, hence it has fundamental group Z and
a generator for 711 (A N B) is the equivalence class of a curve homotopic to aBa 137! (i.e. a curve winding
clockwise once around the origin).

As a result, by the Seifert-van Kampen Theorem, we have that
(T2, %) = (r1 (A, x0) * Wl(B,Xo))/N - 7T1(A7X0)/N _(Zx Z)/N’

where N is the normal subgroup of Z x Z generated by aba~'b~!. Now, observing that (Z*Z)/N is isomorphic
to Z x Z, we conclude that 7; (T2,%x) = Z x Z.
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(b) Similarly to what we did in the proof of the previous exercise (in fact the whole argument will be very similar),
let us represent the Klein bottle K as a quotient of the square, that is Q/~, where Q = [-1,1] x [-1,1] and
(x,—1) ~ (x,1) for x € [-1,1], (—1,y) ~ (1,—y) for y € [—1, 1] (see the figure below). Note that, differently
from the torus, here the vertical sides are identified with opposite orientation.

x

x

Again, we first determine the fundamental group of K\ {p}, where p is any point p € K. We can assume that
p = (0, 0) is the center of the square. Then, exactly the same homotopy as in part (a) shows that (Q/~) \ {p}
deformation retracts onto 9Q/~, which is homeomorphic to the wedge sum of two circles (as before, even if
the equivalent relation is different). Hence, by the Seifert-van Kampen Theorem, we obtain that

11 (K\ {pl,x0) = m1(3Q/~,%0) = 1 (S* V S, x0) = 71 (S, %0) * 1 (S*, x0) = Z * Z.

Now, similarly as in part (a), we define A = (Q/~)\{(0,0)}, B = int(Q) and the generators of 7; (A, x¢) = Z*Z
as a = [a] and b = [B] represented by the curves «, 3: [0,1] — A given by o(t) = (—1+2t,—1) = (-1 +2t,1)
and B(t) = (1,1 —2t) = (—1, —1 + 2t) (note that now the quotient on the boundary of Q is different). Then, a
generator for the fundamental group of A N B is af !B and by the Seifert-van Kampen Theorem, we have
that

o (Koxo) = (M1 (Asx0) 7 (B,xo)) o m(Asxo) 4 = (Z%7) 0

where N is the normal subgroup of Z * Z generated by aba™'b.

This group is isomorphic to the semidirect product Z x Z, where the right copy of Z acts on the left
copy of Z via «: Z — Aut(Z) = Z* : n — (—1)™. In other words, it is the set Z x Z with multiplication
(x,y) - (x",y’) = (x + (—1)¥x’,y + y’). The isomorphism can be constructed as follows: the homomorphism
Q:Z*Z —ZxZ:a— (0,1),b~— (1,0) induces a well-defined homomorphism ¢: Z+Z/N — Z x Z, because

and it can be checked that @ is an isomorphism. This is typically called simply the Klein bottle group.

(Uliung 2. Sei g > 2. Wir definieren die geschlossene, orientierbare Fliiche £y vom Geschlecht g als Quotientenraum
eines Polygons wie folgt. Sei P,4 ein (regelmafiiges) 4g-seitiges Polygon, dessen Seiten im Uhrzeigersinn mit 0 bis
4g — 1 nummeriert seien. Dann ist Z4 die Flache, die man aus P44 erhilt, indem man fiir alle S = 0,4,8,...,4(g —1)
und furalle S =1,5,9,...,4(g—1) + 1 die im Uhrzeigersinn parametrisierte Seite S mit der im Gegenuhrzeigersinn
parametrisierten Seite S + 2 identifiziert.

Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Seifert und van Kampen die Fundamentalgruppe m; (Zg4, Xo).

Losung fiir Ubung 2: Wie in Ubung 1, Serie 10 benutzen wir den Satz von Seifert und van Kampen wie folgt: U ist
das Polygon von Abbildung (1| ohne die Kanten, und V ist das Polygon ohne den Mittelpunkt. Dann haben wir
m(UNV,xe) =Z, m(U) = 0und 7 (V) = Z. Aber die Schleife vy, die m; (U NV, %) = Z erzeugt, kann man auch
als o Bro "Byt ag By By" schreiben. Es gilt, dass

i (Zg) ={otg, Br, -, &g, By | 06151“1_151_1"'0‘9690@1551}

(aﬁung 3.(%)
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Abbildung 1: Beispiel fiir die Konstruktion von L4 durch Identifikation der Seiten eines 4g-seitigen Polygons im
Fall g = 2.

(a) Seien (Xi,x1) und (X2,x2) zwei punktierte topologische Rdume, die kontrahierbare offene Umgebungen
U; C X; von x4 besitzen fiir i = 1, 2. Finden Sie einen natiirlichen Isomorphismus
71 (X1, %) * 711 (Xo, x2) = 711 (X V Xo, %1 = X2).

(b) Seiwie in der Vorlesung

o0
He= J{(x1,%) e R? [ (a — )2 +x3 = &}

n=1

der Hawaiianische Ohrring. Zeigen Sie, dass die natiirliche Abbildung wie in (a)
71 (H,0) * 711 (H,0) = m(HVH,0=0)

kein Isomorphismus ist.

Losung fiir Ubung 3:

(@) Seien U = X; Vi =x, Up und V = Xy Vi, —«, U; zwei offene Teilmengen von X; V X;. Da U; und U,
kontrahierbare offene Umgebungen sind, haben wir, dass U NV = U; V4, —x, U kontrahierbar ist. Wir haben
auch, dass U = X; Vy, —x, Uz (bzw. V = X3 Vy, —«, U;) homotopiedquivalent zu X; (bzw. Xz) ist. Mit der Hilfe
des Satzes von Seifert-van Kampen, ist die Abbildung ! % (2, wobei ; : X; — X; V Xz die Inklusion bezeichnet,
ein Isomorphismus

701 (X1, x1) * 711 (Xa, x2) — (X1 V X, %1 = Xx2).
(b) Es bezeichnen wie in (a) t! und (? die beiden Inklusionen H — H\/ H. Sei y: [0,1] — HV H die Schleife

kmod 2(1 7k + cos(2%+2ms) /k, sin(25T2ms) /k)  fallss € [27%, 27 1 fiirk=0,1,2, ...
v(s) = _
0 fallss=0.

Man sieht, dass [y] € m; (HV H, 0 = 0) nicht im Bild von 7y (H, 0) % 71y (H,0) — 7y (HV H, 0 = 0) liegt.
‘Zjﬁung 4. Sei X die Menge aller Funktionen f: R — R. Man betrachte die folgenden Topologien auf X: Produkt-
topologie; diskrete Topologie; indiskrete Topologie; von

Ber={geX|¥xeR:|f(x) —g(x)| < e}
fur alle e > 0, f € X erzeugte Topologie; von
Cefab =1{g € X|Vx € [a,b]:[f(x) — g(x)| < ¢}

furallee > 0,f € Xund a,b € R, a < b erzeugte Topologie.
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(@) Ordnen Sie diese Topologien nach Feinheit.

(b) Fiir jede dieser Topologien beschreibe man, was es fiir eine Folge f;,fs,... € X bedeutet, gegen g € X zu
konvergieren.

Lasung fiir Ubung 4:

(a) Die diskrete Topologie ist immer die feinste Topologie und die indiskrete Topologie ist immer die grobste To-
pologie. Wir bezeichnen mit O, die Produkttopologie, und mit O, und O3 die Topologien, die jeweils von B ¢
und C, ¢ o p fiir alle ¢, f, a und b erzeugt sind. Wir beschreiben zuerst eine Subbasis fiir die Produkttopologie.
Wir bemerken, dass

X=]]r

x€R

Namlich haben wir (f(x))xer € | [, cr R. Die Produkttopologie ist von
Derx={g € X|If(x) —g(x)| < &}

fiir alle e > 0,f € X,x € R erzeugt. Es ist jetzt klar, dass

Ds,f,x = Ca,f,x,x und Cs,f,a,b = U Be,f’a
f’eF

wobei F := {f’ € X | f'|q ) = f}. Das heisst, dass O, feiner als O3 feiner als O ist.
(b) Fir die diskrete und indiskrete Topologie ist es wie sonst.

e Die Folge f,, konvergiert gegen g € X beziiglich O, wenn fiir alle ¢ > 0 ein N > 0 existiert, sodass fiir
allen > Nund x € R, [f,,(x) — g(x)| < e. Dies nennt man gleichmissige Konvergenz, und entsprechend
02 die Topologie der gleichmiissigen Konvergenz.

o Die Folge f, konvergiert gegen g € X beziiglich O3 wenn fiir alle ¢ > 0 und a < b ein N > 0 existiert,
sodass fiir allen > N und x € [a,b], [fn(x) — g(x)| < €. Dies nennt man gleichméssige Konvergenz auf
Kompakta, und entsprechend O3 die Topologie der kompakten Konvergenz. Auf R ist diese Konvergenz
dquivalent zu lokal gleichmissiger Konvergenz.

e Die Folge f,, konvergiert gegen g € X beziiglich O; wenn fiir alle ¢ > 0 und x € Rein N > 0 existiert,
sodass fiir allen > N gilt [f, (x) — g(x)| < e. Dies ist die punktweise Konvergenz.

uﬁung 5.(x) Wir betrachten {0, 1} mit der diskreten Topologie. Wir haben in Serie 5, Ubung 6 gesehen, dass
X = {0, 1}71

(also der Raum aller Funktionen von der Potenzmenge der nattirlichen Zahlen nach {0, 1}, mit der Produkttopologie)
kompakt ist, weil {0, 1} kompakt ist. Zeigen Sie jedoch, dass es eine Folge (xn )nen in X ohne konvergente Teilfolgen
gibt.

Losung fiir Ubung 5: Wir definieren eine Folge (xn )n wie folgt, xn = (x3)sep(y) mit

s. J 1 wennneS
= 0 wennn ¢ S.

Damit eine Teilfolge (xn, )n, gegeny = (y°) sepn) € Xin der Produkttopologie konvergiert, muss folgendes gelten:
firalle S C N gibtes Ns € N, sodass fiir alle ny > Sy gilt x5, =y®.Sei S = {nyx | k € N} € P(N). Dann gilt fiir alle
k€ Ndassx5, =1lundx;,  =0.Deshalb gibt es fiir dieses S kein geeignetes Ns. (In anderen Worten: wir haben
eine Koordinate gefunden, bei der die Teilfolge nicht konvergiert — also konvergiert die Teilfolge nicht punktweise).

Also hat diese Folge keine konvergente Teilfolge.
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uﬁung 6. (xx) Zeigen Sie, dass fiir alle x,y € [0, 1]" ein Homdomorphismus f: [0, 1]N — [0, 1]Y mit f(x) = y
existiert, d.h. scheinbare , Randpunkte” wie z.B. die ,Ecke” {0}n,en unterscheiden sich nicht qualitativ von , inneren
Punkten” wie {%}neN-

Losung fiir Ubung 6: Wir konstruieren im folgenden einen Homdomorphismus f: [0, 11N — [0, 1]N mit £(0,0,...) =
(%, %, ...). Als Baustein verwenden wir die “Drehung um 45°” des Quadrats: Sei @: [0, 1] — D? der Homdomor-
phismus vom Quadrat auf die abgeschlossene Einheitskreisscheibe, der erst das Quadrat so verschiebt, dass sein
Mittelpunkt im Ursprung liegt, und dann das Quadrat radial streckt (also den Winkel in der Polarform erhiilt),

sodass man D? erhilt. Nun sei

[0,1)*> — [0,1]?, (x,y) = (x(x,y), B(x,y))

die Komposition aus ¢, Drehung der Einheitskreisscheibe um 45°, und ¢ . Dies ist ein Homdomorphismus des
Quadrats, und es gilt x(0,0) = % und 3(0,0) = 0.

Fiir j > 1 seien die Homdomorphismen g/, b [0, 1]

— [0, 11N gegeben durch

9] (X) = (le s Xj—1, OC(X)'7X]'+1)7 B(Xjaxj+1)7xj+27xj+37 .. )

hj:g’.ogjflmuogl.

Es gilt also
h'(x) = (x(x1,x2), Blx1,x2), X3, X4, )
h2(X) = (“(X17X2)7 a(B(X17X2)7X3)7 B(B(Xlax2)7X3)v X4, X5, )
X) = ((X(XDXZL OC(B(X17X2)>X3)> (X(B(B(XMXQ)?XS)?XZLL B(S(B(X17X2)7X3)7X4)7 X5, X6, )

h3(

Nun definieren wir f: [0, 11N — [0, 1]Y als f(x) = lim;i_,, W (x). Die Eintrdge von f(x) sehen folgendermassen aus:

f1(x) = ox(x1,%2)

fa(x) = a(B(x1,%2),x3)

f3(x) = a(B(B(x1,%2),%3),%4)

fa(x) = a(B(B(B(x1,%2),%3),x4),%5)

Es ist nicht schwierig, zu sehen dass f wohldefiniert ist und (0,0, ...) auf (%, %, ...) schickt. Der Beweis, dass f
tatsdchlich ein Homdomorphismus ist, ist aber aufwendig.
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Serie 11

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* % X%

uﬁung 1. Welche der Funktionenrdume von Serie 10, Aufgabe 4 sind metrisierbar? In welcher dieser Funktionen-
rdume ist die Menge der stetigen Funktionen abgeschlossen?

Losung fiir Ubung 1: Die diskrete Topologie ist immer metrisierbar, da d(f,g) = 1;_4 eine Metrik ist, die die
diskrete Topologie erzeugt. Fiir alle a < b definieren wir ||f||{q,5] = Supyc(q b [f(X)|. Dann kann man sehen, dass die
Metriken

min (||f— g1, 1)
n ’

ds2(f, g) = min (||f— 9|l (—00,-+00)> 1) , ds(f,g) = Z
neN

fiir eine Folge Iy C I} C ... von Intervall mit JI, = R die Topologie der gleichmassigen Konvergenz und der
kompakten Konvergenz erzeugen.

Wir zeigen jetzt, dass die Produkttopologie nicht erstabzahlbar ist. Dann folgt, dass keine Metrik existieren kann,
die die Produkttopologie erzeugt. Eine Subbasis ist gegeben durch die Mengen

Degi={fiR=>RI[f(x) —gx)<eVvx eI}

furallee >0, g: R = Rund I C R endlich. Angenommen, die offenen Umgebungen D 4, 1, mitn € Nbilden
eine Umgebungsbasis der Nullfunktion f. Sei x € R\({JI,). Die offene Menge D; ¢ () ist nicht in D¢, g1, fiir
irgendein n enthalten. Das bedeutet, dass die Menge aller Umgebungen D, 4 1, kein Umngebungsbasis ist. Also ist
die Topologie der punktweisen Konvergenz nicht metrisierbar.

Die indiskrete Topologie ist nicht Hausdorff, und damit nicht metrisierbar.

Sei die Folge
x™ wennx € [0,1]
fa(x) = 0 wenn x < 0
1 wennx > 1.

Fiir alle n ist f,, stetig. Aber f,, konvergiert fiir die punktweise Konvergenz gegen die Funktion

f(x) = 0 wennxé€ (—oo,1)
"1 1 wennx e [l,+00)],

die nicht stetig ist. Eine abgeschlossene Menge ist auch folgenabgeschlossen.Es folgt, dass die Menge aller stetige
Funktionen nicht abgeschlossen fiir die punktweise Konvergenz ist.

Man zeigt jetzt, dass wenn eine Folge f;, von stetigen Funktionen gegen f € X fiir die Topologie der kompakten
Konvergenz konvergiert, dann ist f auch stetig. Da die Topologie der kompakten Konvergenz metrisierbar ist,
impliziert dies, dass die Menge aller stetigen Funktionen abgeschlossen ist. Wir zeigen nun, dass f folgenstetig ist.
Sei (Xm)m € RY eine Folge, die gegen x € R konvergiert. Sei I = [a, b] ein Intervall mit x € (a,b). Dass die Folge f,,
gegen f konvergiert heisst, dass die Folge ||, — f||1 gegen 0 konvergiert. Man nimmt 0.B.d.A. auch an, dass x,, € I
fur all m. Wir haben

[f0em) = FO) < [F(xm) = fr(xm)| + [ (xm) — Fn ()] + [fn (x) — F(x]]

und fiir n, m — oo geht die rechte Seite gegen 0. Das heisst, dass die Folge (f(xm))m gegen f(x) konvergiert. Also
ist f auch stetig und die Menge aller stetigen Funktionen abgeschlossene fiir die kompakten Konvergenz.

Die Topologie der gleichmissigen Konvergenz ist feiner als die Topologie der kompakten Konvergenz, also gilt,
dass die Menge aller stetigen Funktionen abgeschlossen ist.

‘Zjﬁung 2.
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(a) Ein topologischer Raum X heisst separabel, falls X eine abzdhlbare dichte Teilmenge enthilt (d.h. es existiert
eine abzdhlbare Teilmenge A C X mit A = X). Zeigen Sie, dass jeder topologische Raum, der das zweite
Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt, separabel ist.

(b) Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie: ist X metrisierbar und separabel, so ist X zweitabzéhlbar.

Losung fiir Ubung 2:

(a) Sei X ein topologischer Raum, der das das zweite Abz&dhlbarkeitsaxiom erfiillt. Dann gibt es eine abzdhlbare
Basis B = {Bi}iec1 von X fiir eine abzdhlbare Menge I. Fiir alle i € I wahlen wir ein x; € B; und definieren A =
Uier{xi}. Die Menge A ist nach Konstruktion abzahlbar und wir behaupten, dass A = X gilt. Angenommen,
es gibt ein x € X \ A. Weil A abgeschlossen ist, ist X \ A offen. Also gibt es eine offene Menge U in X mit
x € U C X\ A. Weil B eine Basis von X ist, gibtesnun eini € I mit x € By C U. Fiir das zu Beginn ausgewahlte
Element x; € B; gilt nun aber x; € A C A, also x; € A, im Widerspruch zu x; € B; C U C X\ A. Also gilt

A = X wie behauptet.

(b) Sei (xn)n eine dichte Folge in X und d eine Metrik aus X, die die Topologie tiber X erzeugt. Wir wollen zeigen,
dass die Menge {B4(xn,2™ ™) | (n, m) € N?} eine Basis fiir die Topologie ist. Namlich sei U eine offene Menge.
Da die Folge (xn,) dicht ist, kann man eine x, € U finden. Dann gibt es m € N mit B4(xn,2™™) C UW. Es folgt,
dass X zweitabzihlbar ist.
‘Ubung 3.

(a) Zeigen Sie, dass R mit der kofiniten Topologie nicht das erste Abzadhlbarkeitsaxiom erfiillt.

(b) Zeigen Sie auch, dass R mit der koabz&dhlbaren Topologie nicht erstabzdhlbar ist. Hier ist eine Menge U C R
offen beztiglich der koabzdhlbaren Topologie, falls U leer ist oder hichstens abzdhlbares Komplement hat.

(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung von R mit koabzahlbarer Topologie nach R mit natiirlicher Topologie, die x
auf x schickt, folgenstetig ist, aber nicht stetig.

Losung fiir Ubung 3:

(a) Wir wiahlen einen Punkt aus R, sagen wir 0, und nehmen an, dass es eine abzéhlbare Umgebungsbasis {Uy }xen
von 0 gibt. Wir konnen annehmen, dass Uy fiir alle k € N von der Form R \ F fiir eine endliche Menge
Fr C Rist. Dannist F := [ J{_; Fx eine abzihlbare Vereinigung von endlichen Mengen, also abzihlbar. Da R
nicht abzahlbar ist, gibt es einen Punkt x € R (in der Tat tiberabzédhlbar viele), der nicht in F enthalten ist.
Somit ist U = R\ {x} eine offene Menge, die wegen x € Uy fiir alle k € N keine der Mengen Uy enthélt. Nun
widerspricht dies wegen 0 € U aber der Tatsache, dass {Uy Jxecn eine Umgebungsbasis von 0 ist.

(b) Der gleiche Beweis wie in (a) funktioniert, da auch eine abzdhlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen wieder
abzéhlbar ist.

(c) Um zu zeigen, dass die Abbildung, die x auf x schickt, von R mit der koabz&dhlbaren Topologie nach R mit
der natiirlicher Topologie folgenstetig ist, miissen wir zeigen: Konvergiert eine Folge (xn)n € RY gegen
x € R in der koabzdhlbaren Topologie, so konvergiert (x,, )n auch fiir die natiirliche Topologie konvergiert
gegen x. Nun ist U = (R\ U{xn}) U {x} eine offene Menge in der koabzdhlbaren Topologie. Wenn x,, gegen x
konvergiert, haben wir dann dass fiir alle gentigend grossenn € N, x, € U. Es folgt, dass x, konstant gleich
x ist, fiir n gross genug. Also konvergiert (x, ), auch fiir die natiirliche Topologie gegen x.

Diese Abbildung ist aber nicht stetig, weil z.B. (0, 1) offen fiir die nattirliche Topologie, aber nicht fiir die
koabzahlbare Topologie ist.

uﬁung 4.(*) Sei X eine zusammenhdngende kompakte eindimensionale Mannigfaltigkeit. Wie folgt beweise man,
dass X hom@omorph zu S* ist:

(a) Zeigen Sie, dass es eine endliche Uberdeckung X = U; U...U Uy durch offene Mengen U; C X mit
Homoomorphismen ¢;: U; — R gibt.
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Man nehme im folgenden an, dass n minimal ist. Man zeige, dass n > 2.
Zeigen Sie, dasseinj € {2,... ,n}mit U; NU; # @, U; \ Uj # @ und U; \ U, # & existiert.

Sei 0.B.d.A.j = 2. Sei Z eine Zusammenhangskomponente von U; N U,. Zeigen Sie, dass ¢1(Z) entweder
gleich (—oo, a) oder gleich (b, o) ist, fiir a,b € R. Folgern Sie, dass ¢1(U; N Us) entweder gleich (—oo, a)
(Fall 1), oder gleich (b, co) (Fall 2), oder gleich (—oo, a) U (b, co) (Fall 3) ist, fiir a,b € R, a < b.

In den ersten beiden Félle aus (d) ist U; U U, ebenfalls zu R homéomorph, was gegen die Minimalitdt von n
verstosst.

Im dritten Fall aus (d) ist U; U Uy zu S' homdomorph.
Da S! kompakt ist, ist U; U Uy C X abgeschlossen; es folgt n = 2 und damit X = St

Losung fiir Ubung 4:

(a)

(b)

(©)

()

Fiir alle x € X gibt es eine offene Umgebung U, von x mit einem Homdomorphismus ¢, : U, — R. Dann
X = Uyxex Ux- Da X ist kompakt, konnen wir eine endliche Teiliiberdeckung X = U; U ... U U,, finden.

Wiare n gleich 1 ist, hdtten wir, dass U; = X und X zu R homoomorph ist. Aber R ist nicht kompakt. Das ist
ein Widerspruch. Es folgt, dass n > 2.

Wire Uy N U, leer fir allej € {1,2,...,n}, so wére

Uuwu e ((—n,mn)

j=2 neN

eine Uberdeckung von X, die keine endliche Teiliiberdeckung hat. Das widerspricht der Tatsache, dass X
kompakjc ist. Also gibtesj € {2,...,n} mit U; NU; # 0. Wére U, \Uj die leere Menge, konnten wir UoU. ..Ul
als die Uberdeckung von X nehmen. Dies wire ein Widerspruch zur Minimalitdt von n. Aus dem gleichen
Grund gilt es, dass die Menge U;\U; auch nicht leer ist.

Zuerst bemerken wir, dass U; N U, und Z offene Mengen sind. Da Z zusammenhédngend ist, folgt, dass
@1(Z) ein Intervall ist. Es folgt, dass ¢1(Z) = (a,b). Da U; ¢ Uy, ist es nicht moglich, dass (a,b) = (—oo, c0).
Als néichstes wollen wir zeigen, dass entweder a = —oo oder b = oo gilt. Wir nehmen also an, dass a und
b beide nicht +oo sind, und leiten einen Widerspruch her. Es gilt ©2(Z) = (c,d). Nun ist @3 o @] ein
Homoomorphismus (a,b) — (c, d). Ein solcher Homéomorphismus muss eine streng monoton fallende,
oder eine streng monoton wachsende Funktion sein. Sei (xn)n € Z" eine Folge, sodass (¢1(xn))n gegen a
konvergiert. Es folgt, dass x, gegen ¢, *(a) konvergiert. Dann konvergiert (¢2(xn))n gegen c oder gegen
d (wobei ¢ = —oo bzw. d = +o00) moglich ist. Betrachte den Fall, dass es gegen c konvergiert (der andere
Fall verlduft analog). Falls ¢ # —oo, so folgt, dass x, gegen ¢, '(c) konvergiert. Aber nach Konstruktion
ist @, '(a) # @5 '(c). Dies steht im Widerspruch dazu, dass X Hausdorff ist (da dies die Eindeutigkeit von
Grenzwerten impliziert). Also folgt ¢ = —oo oder d = +o00. Analog (durch Vertauschen der Rollen) folgt
a = —oo oder b = +o0.

Fiir eine weitere Zusammenhangskomponenten Z’ C U; N U, gilt das gleiche. Man sieht, dass es keine dritte
Zusammenhangskomponente geben kann. Es folgt, dass genau die drei in (d) genannten Fille auftreten
koénnen.

Betrachten wir den Fall ¢ (U; NUs) = (—oo,b) und @o(U; NUs) = (¢, 00). Die anderen Fille lassen sich
dhnlich 16sen. Seien 1 : (—o0, 00) — (1, 00) und YPo: (—o0, c] = (—o0, 1] zwei streng monoton wachsende
Homoomorphismen. Wir bauen einen Homéomorphismus

II)IU1UU2—>R

XH{ Pi(p1(x)) wennx e Uy,
Pa(@2(x)) wennx € Uy \ Uy.

Die Abbildung 1 ist stetig dank des Verklebungslemmas.
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(f) Seien Vi = {(x,y) € S € R?,x > —1/2} und V> = {(x,y) € $' C R? x < 1/2} zwei offenen Mengen. Mit
Homoomorphismen U; = V; und U, = V, wie in (e) konnen wir einen Homoomorphismus zwischen U; U U,
und V; U Vs, = S! bauen.

(g) Es folgt, dass U; U Us eine Zusammenhangskomponente von X ist. Das heisst, dass X = U; U Uy = S

‘Zlﬁung 5. Unter welchen Konstruktionen (wie z.B. Unterrdume, feinere Topologie, abzdhlbare Produkte, ...)
bleiben Erst- und Zweitabzadhlbarkeit jeweils erhalten?

Losung fiir Ubung 5:

Lemma 1. Sei X ein topologischer Raum und Y C X ein Unterraum von X. Wenn X erst- bzw. zweitabzihlbar ist, ist Y auch
erst- bzw. zweitabzihlbar.

Beweis. Fiir x € Y C X gibt es eine Umgebungsbasis U,, > x fiir x in X. Dann ist U, NY eine Umgebungsbasis fiir
x in Y. Dies heisst, dass sich Erstabzihlbarkeit an Unterraume vererbt. Fiir Zweitabzihlbarkeit funktioniert der
Beweis dhnlich. O

Auf einer beliebigen Menge X sind sowohl die diskrete als auch die indiskrete Topologie erstabzahlbar. Also
bleibt Erstabzidhlbarkeit im Allgemeinen nicht darunter erhalten, dass man eine feinere oder grobere Topologie
betrachtet.

Auch Zweitabzahlbarkeit vererbt sich i.A. weder an feinere noch an grobere Topologien — finden Sie hierfiir
Beispiele?

Lemma 2. Seien (Xy)nen topologischen Riume, die erst- bzw. zweitabzihlbar sind. Dann ist das Produkt | [, Xy, auch erst-
bzw. zweitabzihlbar.

Beweis. Wir zeigen das Lemma fiir die Zweitabzadhlbarkeit. Sei (U');cn ein Basis fiir die Topologie von X,. Sei
f = (f1,f2): N = N2 eine bijektive Funktion. Aus der Definition der Produkttopologie sehen wir, dass

(RXRX-”XUEEE;XRX-”)
n

eine Subbasis fir [ [,, Xy, ist. Es existiert also eine abzidhlbare Subbasis. Aus ihr erhilt man (indem man beliebige
Schnitte endlich vieler Mengen in der Subbasis nimmt) eine abzéhlbare Basis. O

Eine iiberabzdhlbare Produkt von zweitabzdhlbaren topologischen Rdaume ist in der Regel nicht zweitabzahlbar.
Zum Beispiel ist das Produkt von |[R| Kopien von R nicht zweitabzghlbar und nicht erstabzahlbar, siehe Ubung 1.
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Serie 12

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* ok ok

uﬁung 1. Sei X ein zusammenhingender normaler Hausdorffraum mit mindestens zwei Punkten. Zeigen Sie,
dass X tiberabzdhlbar ist.

Losung fiir Ubung 1: Sei X ein zusammenhingender normaler Hausdorffraum und seien x,y € X zwei verschie-
dene Punkte. Dann sind die Mengen {x} und {y} (vgl. Vorlesung/Serie aus Woche 3) abgeschlossen. Nach dem
Urysohnschen Lemma gibt es eine stetige Abbildung f: X — [0, 1] mit f(x) = 0 und f(y) = 1. Wir zeigen, dass f
surjektiv ist. Die Behauptung folgt dann aus der Uberabzihlbarkeit von [0, 1], denn die Niveaumengen f~*({t}),
t € [0, 1], sind disjunkt und es gibt tiberabzahlbar viele von ihnen. Wir zeigen die Kontraposition, d.h. dass aus f
nicht surjektiv folgt, dass X nicht zusammenhéngend ist. Falls f nicht surjektiv ist und s € [0, 1] nicht im Bild von f
ist, so sind die Urbilder f~!([0,s)) und f~*((s, 1]) offen, disjunkt und nicht leer (da f(x) = 0 und f(y) = 1). Somit
ist X nicht zusammenhéangend, im Widerspruch zur Annahme.

uﬁung 2. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(a) Sei A C X abgeschlossen. Zeigen Sie, dass die Funktion 6: X — [0, c0) gegeben durch

x — d(x,A) == inf |d(x,y)|
YyeA

stetig ist und dass 6(x) > 0 fiir alle x ¢ A gilt. Wo gibt es ein Problem, wenn A nicht abgeschlossen ist?

(b) Zeigen Sie das Urysohnsche Lemma fiir den metrischen Raum X ohne auf die Sétze oder Ideen der Vorlesungen
aus der Woche 12 zu verweisen.

Losung fiir Ubung 2:

(a) Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass

. . _ .
8(x) = Inf d(x,z) < inf (d(x,y) +d(y,z)) = d(x,y) + inf d(y,2)

=d(x,y) +d(y).
Somit ist 6(x) — &(y) < d(x,y). Analog gilt (vertauschen von x und y), dass d(y) — d(x) < d(x,y). Damit ist
3(x) = 8(y) < dlx,y),

d.h. ¢ ist 1-Lipschitz stetig (und insbesondere stetig). Beachten Sie, dass wir dazu nicht benétigt haben, dass A
abgeschlossen ist.

Seinun x ¢ A. Da A abgeschlossen ist, ist X \ A offen und somit gibt es ein € > 0 mit B(x, €) € X\ A. Folglich
gilt fur alley € A, d(x,y) > €, womit (x) > € > 0 gezeigt ist.

Falls A nicht abgeschlossen ist, muss fiir x ¢ A nicht zwingend §(x) > 0 gelten. Sei zum Beispiel X = R und
A =R\ {0}. Dannist (0) = 0.

(b) Seien A, B C X disjunkte abgeschlossene Mengen. Dann ist die Funktion f: X — [0, 1] gegeben durch

d(x,A)
d(x,A) +d(x,B)

f(x) =

wohldefiniert und stetig ist und es gilt f(a) = 0 fiir alle a € A und f(b) =1 fiir alle b € B.

ﬁﬁung 3.
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(a) Ein topologischer Raum heisst lokalkompakt, falls jeder Punkt eine kompakte Umgebung hat. Sei X ein
lokalkompakter Hausdorffraum. Zeigen Sie, dass fiir alle x € X und abgeschlossene A C X mit x ¢ A offene
disjunkte Mengen U, V C X existieren, sodass x € Uund A C V.

(b) Zeigen Sie, dass ein kompakter Hausdorffraum normal ist.

Losung fiir Ubung 3:

(a) Wir zeigen zuerst das folgende Lemma.

Lemma 1. Sei X ein Hausdorffraum und A C X ein kompakter Unterraum. Sei x € X\A. Es existieren disjunkte offene
Mengen U,V € Xmitx € Uund A C V.

Beweis. Weil X ein Hausdorffraum ist, kann man fiir alle a € A disjunkte offene Menge U, und V, finden,
sodass x € U, und a € V,. Dann ist (Vg)qeca eine Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, finden wir
ai, as,...,an mit Ji; Vo, D A. Wir definieren U = (;_; Uy, und V = (i V,. Wir sehen, dass U und V
offen und disjunkt sind. Wir haben auch, dassx € Uund A C V. O

Sei K eine kompakte Umgebung des Punkts x. Die Menge A N K ist als abgeschlossene Teilmenge eines
kompakten Raums selbst kompakt. Aus Lemmalfolgt dass zwei disjunkte offene Teilmengen U und V von

K existieren, sodass x € U und A N K C V. Wir definieren U:=UNK° und V = VU (X\K). Dies sind Mengen
mit den gewiinschten Eigenschaften.

(b) Seien A und B zwei abgeschlossene Menge von X. Da X kompakt ist, sind A und B auch kompakt. Wir konnen
dann Lemma benutzen um fiir alle a € A disjunkte offene Menge U,,V, C Xmita € Ug und B C V4
zu finden. Weil A kompakt ist, finden wir ay, ..., a, mit | J; Uy, D A. Dann fithren wir den Beweis wie in
Lemma/[llzu Ende.

uﬁung 4.(x) Wir wollen zeigen, dass wir kompakte Mannigfaltigkeiten in ,,schone” topologische Rdume einbetten
konnen. Zur Erinnerung: Mit Einbettung meinen wir hier Homdomorphismus aufs Bild. Ein Korollar der folgenden
Aussage ist auch, dass alle kompakten Mannigfaltigkeiten metrisierbar sind.

Sei M eine beliebige kompakte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass ein N € N existiert, sodass M in RN eingebettet
werden kann.

Losung fiir Ubung 4: Sei {U;}i—1,._ . eine endliche Uberdeckung der kompakten Manmgfaltlgkelt M mit Mengen
U, die Homéomorphismen @; : U — R™ zulassen. Wir definieren fiirallei =1,...,k

LT)ii M — S™

ei(x) wennxe U
X'_){ N wenn x ¢ U,

wo R™ U{N} = S™ die Einpunktkompaktifizierung (vgl. Serie 4, Ubung 6) von R™ ist. Man priift, dass \; stetig ist.
Wir haben eine natiirliche Einbettung S™ € R™"!, und Verkniipfen ergibt eine stetig Abbildung {;: U; — R™H1.
Wir definieren ¥: M — (R™ 1)k als ¥ = (1, ..., Py ). Wir zeigen jetzt, dass ¥ eine Einbettung ist.

Seien x # y € M. Falls x € U; und y ¢ U;, haben wir ;i (x) # N = {;(y), also ¥(x) # ¥(y). Falls x,y € U;,
dann 1 (x) # Pi(y), also W(x) # W(x). Das heisst, dass ¥ injektiv ist. Da ¥ eine injektiv und stetige Abbildung von
einem kompakten Raum in einen Hausdorffraum ist, ist ¥ eine Einbettung.

uﬁung 5. Zeigen Sie, dass eine Uberlagerung (mit hochstens abzahlbaren Fasern) einer d-dimensionalen Mannig-
faltigkeit wieder eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Losung fiir Ubung 5: Wir sollen zeigen, dass eine Uberlagerung p: X — M einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M wieder ein Hausdorffraum, lokal homdomorph zu R4, und zweitabzihlbar ist.

Seien x,y € X. Falls p(x) # p(y) und weil M ein Hausdorffraum ist, konnen wir zwei disjunkte offene Menge
U,V € M finden, sodass p(x) € Uund p(y) € V. Dann sind die Menge p—!(U) > x und p~*(V) > y disjunkt und
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offen. Falls p(x) = p(y), so gibt es eine offene Menge U > p(x), sodass p~*(U) = U x S mit S einer hochstens
abzdhlbaren Menge mit der diskreten Topologie. Seien s1,s2 € Smitx € U x {s;} und y € U x {s3}, dann sind
U x {s;} und U x {s} disjunkte offene Menge. Das zeigt, dass X Hausdorff ist.

Seien x € X und U C M, sodass p(x) € U, U =R und p~*(U) = U x S mit S eine hochstens abzihlbare Menge
mit der diskrete Topologie. Es gibt s € S mit x € U x {s}, sodass U x {s} homéomorph zu R ist. Das heisst, dass X
lokal homdomorph zu R ist.

Sei (U;)ien einen Basis der Mannigfaltigkeit M. Durch Weglassen einiger U; konnen wir annehmen, dass alle U;
gleichméssig tiberlagert sind. Dann ist p~!(U;) = U; x S; und die Familie (U; x {s})ien ses, ist Basis der Topologie
von X. Das heisst, dass X zweitabzahlbar ist.

(Uﬁung 6. Man zeichne auf der Riickseite alle bekannten Implikationen ein (auch diejenigen der Form A AB = C
fur Eigenschaften A, B, C).

Losung fiir Ubung 6: Wir haben

(i) Zweitabzahlbar = erstabzdhlbar (aus einer Basis der Topologie erhdlt man eine Umgebungsbasis von x,
indem man alle Umgebungen von x aus der Basis nimmt).

(if) Achtung! Im Generell, normal # Hausdorff weil Punkten nicht abgeschlossen sein miissen. Wenn die Punkten
abgeschlossen sind, ist ein normaler Raum auch Hausdorff.

(iii) Metrisierbar = Hausdorff (offene Bélle konnen Punkten separieren).
(iv) Metrisierbar = erstabzihlbar (siehe Vorlesung).
(v) Metrisierbar = normal (Ubung 2, (b)).
(vi) Aus der Definition, Mannigfaltigkeit = Hausdorff und zweitabzéihlbar.
(vii) Mannigfaltigkeit = lokalkompakt, weil R™ lokalkompakt ist.
(viii) Erstabzdhlbar und Kompakt = folgenkompakt (Vorlesungsnotizen, Satz 14.2).
(ix) Zweitabzédhlbar und Folgenkompakt = Kompakt (Vorlesungsnotizen, Satz 14.2).
(x) Metrisierbar und Folgenkompakt = Kompakt (Analysis II).

(xi) Achtung! Wir haben Folgenkompakt # Kompakt (Ubung fiir Sie) und Kompakt # Folgenkompakt (Serie 10,
Ubung 5).

(xii) Mannigfaltigkeit und Kompakt = Metrisierbar (Ubung 4).
(xiii) Tatsdchlich gilt sogar: Mannigfaltigkeit = Metrisierbar.
(xiv) Kompakt und Hausdorff = normal (Ubung 3, (b)).

(xv) Lokalkompakt und Hausdorff = regulir, d.h. man kann Punkten aus abgeschlossene Menge separieren
(Ubung 3, (a)).

(xvi) Kompakt = Lokalkompakt (nach Definition)

Haben wir etwas vergessen?
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Serie 13

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

%k Xk 3k

‘Ubung 1. Seip: Y — X eine Uberlagerung. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Abbildung p ist ein lokaler Homéomorphismus (d.h. jeder Punkt in Y hat eine offene Umgebung V sodass
p(V) C X offen und ply ein Homdomorphismus aufs Bild ist).

(b) Falls p~*(x) fiir alle x € X einelementig ist, dann ist p ein Homdomorphismus.

Losung fiir Ubung 1: Wir zeigen zunéchst (a). Zu zeigen ist, dass fiir jeden Punkt y € Y eine offene Umgebung V
von Yy existiert, sodass p(V) C X offen und plv: V — p(V) ein Homéomorphismus ist. Seiy € Y und x = p(y).

Es existiert eine gleichmaéssig tiberlagerte offene Umgebung U von x mit Blattern Uj fiir j € ] und einer
Indexmenge J. Wegen y € p~'(U) = [J;;U; gibt es genau ein j € ] mity € Uj. Nach Definition ist pﬁj =
ply;: U; — U ein Homdomorphismus, d.h. wir kénnen V = U; setzen.

Teil (b) folgt direkt aus Teil (a), denn ein bijektiver lokaler Homdomorphismus ist auch ein (globaler) Homoo-
morphismus.

‘Zlﬁung 2. Seip: Y — Xeine Uberlagerung, A C X eine Teilmenge mit der Unterraumtopologie und B := p~*(A).
Zeigen Sie, dass die Einschrankung plg: B — A eine Uberlagerung ist.

Losung fiir Ubung 2:  Fix any point x € A. Since p: Y — X is a covering map, there exists an evenly covered
(="gleichmissig iiberlagert”) open neighborhood U of x in X. Namely p~*(U) = (J; 1 Vi, where V; are disjoint open
sets and plv,: Vi — U is a homeomorphism for all i € L.

We claim that U” := UNA is an evenly covered open neighborhood of x in A with respect to the map plg: B — A.
First observe that (plg) ™ (U*) =p~! (U*) = Uier VI, where V* := V; N B are pairwise disjoint open subsets of B.
Moreover plya: Vi — p(V{*) = UA maps homeomorphically V{* into U*, since it is the restriction to V{* of the
homeomorphism plv, : Vi — U. This concludes the proof by arbitrariness of x € A.

‘Ubung 3.
(a) Sein € N. Zeigen Sie, dass pn: C* — C*, z +— z", eine Uberlagerung ist.

(b) (x) Sei P € C[X] ein Polynom, das nicht konstant ist. Zeigen Sie, dass man Punkte z,,z,,...,z, € C finden
kann, so dass die Abbildung

P: C\Pil({zlaZZa" '7ZTL}) — C\{Z17Z27"'7ZT1}

eine Uberlagerung ist.

Losung fiir Ubung 3:

(a) Die n-ten Einheitswurzeln, also die Losungen von z™ = 1, sind &y = e2mik/M — cos(27tk/n) + isin(27k/n) fiir
k =1,...,n. Wir schreiben w € C* als w = re'? fiirr > 0 und 6 € [0, 27r). Dann gilt

p;l(w) _ {r1/neie/n£h o 7T1/neie/nan} '

Die Fasern von p,, sind also endlich (mit Kardinalitét n), insbesondere diskret. Weiter ist klar, dass p,, stetig
und surjektiv ist. Es bleibt zu zeigen, dass p, die Uberlagerungsbedingung erfiillt.

Sei nun w = rge'® € C*. Dann ist die Menge U :== {re*® | r > 0, |8 — 8| < 71/2} C C* eine offene Umgebung
von w. Gemiss obiger Uberlegung erhalten wir p,;!(U) = (Ji_; Vi, wobei

Vi = {rl/“eie/“ék | 16 —6g] < 71/2} .
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Wir bemerken zunéchst, dass Vi NV}, = () fiir alle k # h gilt: Angenommen, 11/™e0/ng, = y1/mei®/ng, fizr
0,0’ € (6p — /2,00 + 7/2) und k # h, dann gilt
0 2nk 0’ 2mh

n n n

— 0-0'=2n(h—%k) (mod 27m).

(mod 27)

Es giltjedoch [0 — 8’| < 7t < 2m|h — k| < 27n, was der letzten Gleichheit modulo 2nn widerspricht. Also sind
{ViJk=1,....n paarweise disjunkt. Weiterhin ist es einfach zu sehen, dass pn|v, : Vi — U eine stetige Bijektion
ist fiir alle k = 1,...,n. Ausserdem ist (pnly, )~ ': U — Vi gegeben durch

(Pnlv) (%) = €™/ gy

fiir alle e'® € U, also fiir |0 — 0| < 71/2. Also ist (pnlv, ) ! ebenfalls stetig und pnlv, : Vk — U somit ein
Homoomorphismus fiir alle k = 1,...,n. Die Mengen Vy sind die Bldtter von p,, iiber der gleichmdssig
tiberlagerten Menge U.

(b) Wir zeigen das folgende Lemma.

Lemma 1. Sei P € C[X] ein Polynom und x € C mit P'(x) = ¢ # 0. Dann existiert eine Umgebung von x, sodass Plu
ein Homdomorphismus zwischen U und P(U) ist.

Beweis. Bei x haben wir P(z) = f(x) + ¢(z — x) + o((z — x)?). Wenn r klein genug ist, ist le bijektiv und

stetig. Der Definitionsbereich von Plgr—y ist Hausdorff und B(x, ) ist kompakt. Mit Satz 5 in der Vorlesung 4
haben wir, dass P ein Homdomorphismus ist. O

Bemerkung 1. Man kann auch den Umkehrsatz (inverse function theorem) benutzen.

SeiS = (P’)~1({0}). Da P’ ein Polynom ist und P’ nicht null ist, ist S eine endliche Menge. Sei nun{z1, ..., zn} =
P(S). Wir zeigen jetzt, dass

P: C\P'({z1,22,...,2z0}) = C\{z1,22,...,2n}

eine Uberlagerung ist. Sei x € C\ {z1,22,...,zn}, dann gilt fiir alley € P! ({x}), dass P’(y) nicht gleich 0 ist.
Seien y1, Y2, . .., Ym die Elemente aus P! ({x}). Mit dem Lemma finden wir Uy, ..., U, disjunkte (falls nicht
disjunkt, nehme kleine Umgebungen) Umgebungen von yi,ys, . . ., Ym, sodass Ply, ein Homéomorphismus
ist. Sei U := () P(U;). Dann ist U gleichmassig iberlagert. Die Ubung folgt.

uﬁung 4.(x) Seien X, Y, Z topologische Riume und seien p: X — Y und q: Y — Z Uberlagerungen. Weiter sei
q~!(z) fiir alle z € Z eine endliche Menge. Zeigen Sie, dass q o p: X — Z eine Uberlagerung ist.

Losung fiir Ubung 4: Letz € Z, letys, ..., yn be the preimages of z with respect to the map q (by assumption they
are in finite number), and let U be an evenly covered neighborhood of z (with respect to the cover q: Y — Z). For all
i=1,...,n,let U; be an evenly covered open neighborhood of y; (with respect to the cover p: X — Y) and define
V; = U; N g~ (U). Note that for every i = 1,...,n we have that:

* V; is an open neighborhood of y;;
* qlv, is a homeomorphism between V; and q(Vi);
* V; is an evenly covered neighborhood for p: X — Y.

Now, we can define W C Z as

Since n is finite, W is an open subset of Z. Moreover, since W is contained in an evenly covered neighborhood of
z (with respect to q: Y — Z), we have that W is an evenly covered neighborhood of z as well. On the other hand,
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since ¢~ 1(W) C Ui, Vi, we have that g1 (W) = [J;_; Wi, where W; is contained in V; foralli =1,...,n, thus
W; are disjoint evenly covered neighborhoods of y; (with respect to p).

We claim that W is an evenly covered open neighborhood of z with respect to q o p. Note that we have
(qop) ' (W) =L, p ' (W;), where p~1(W;) are pairwise disjoint (since W; are pairwise disjoint). Moreover,
since every W; is an evenly covered neighborhood for the covering map p, we have that p~!(Wi) = Ujy, Tij,
where T)-i C X are disjoint subsets and pITij : Tij — W; is a homeomorphism. As a result we have that (q o p) ‘Tij =
qlw, oplys: Tij — W is a homeomorphism, because it is the composition of two homeomorphism. Thus, W is an
evenly covered neighborhood of z € Z with respect to q o p. Since z € Z was arbitrary, this concludes the proof.

An example of a composition of two covering maps (without the assumption that q is a finite covering) that is
not a covering map can be found in Hatcher, exercise 1.3.6 (p. 79).

‘Ubung 5. Sei f: S! — S,

f(z) = 2

z?>  wenn Im(z) >0
z° wenn Im(z) <0.

Zeigen Sie: die Abbildung f ist stetig, fiir alle z € S* hat f~*(z) zwei Elemente, und jedes z € S' hat eine offene
Umgebung U sodass f~!(U) homdomorph zu U + U ist; aber f ist keine Uberlagerung.

Losung fiir Ubung 5: Fiir eine einfachere Schreibweise identifizieren wir S' mit X = [0, 2] /{0, 27} (via t — elt),
d.h. das Intervall [0, 271], dessen Endpunkte wir zu einem Punkt zusammenschlagen (dem Punkt 1 € S1). Dann ist
f: X = X gegeben durch

f(0) = 20 wenn 6 € [0, ]
| 4m—20 wenn 0 € [, 27]

Dies ist wohldefiniert und nach dem Verklebungslemma stetig.

Die Teilmenge U = (0, 27t) C X ist gleichmaéssig tiberlagert, denn f~!(U) = (0, 7) U (7, 271), und eingeschrénkt
auf (0, ) bzw. (7, 2n) ist f ein Homdomorphismus nach U. Insbesondere haben alle 6 € X ausser 0 = 27 genau
zwei Urbilder. Aber auch dieser Punkt hat zwei Urbilder, denn f~1(0) = {0, 7).

Im iibrigen hat 0 eine Umgebung U sodass f~!(U) = U + U. Sei 0 < ¢ < 7. Dann kénnen wir U = (27t — ¢, 271 U
[0, ¢) C X verwenden. Beachte, dass U einfach zum offenen Einheitsintervall homéomorph ist, da 2t = 0 € X. Nun
ist f~!(U) die disjunkte Vereinigung der Mengen (mt — ¢/2, 71+ ¢/2) und (2t — /2,27 U [0, ¢/2), die beide jeweils
zu U homdomorph sind.

Was aber schiefgeht, ist: die Einschrankung von f auf (m — ¢/2, 71 + €/2) ist kein Homéomorphismus nach L.
Denn f|(—¢ 2,7+ /2) hat als Bild nur (27t — ¢, 271] # U, und ist auch nicht injektiv. Das gleiche Problem tritt bei der
Einschrankung von f auf (27t — ¢/2, 2n] U [0, €/2) auf.

Da U zusammenhéngend ist, und f~* (U) zwei Zusammenhangskomponenten hat, gibt es auch keine andere
Zerlegung von f~!(U) in zwei Blétter. Also ist U nicht gleichméssig tiberlagert. Ausserdem gibt es auch keine
andere gleichmissig iiberlagerte Umgebung U’ von 0; denn jede offene Umgebung U’ von 0 enthilt ein U wie oben,
und wire U’ gleichmassig tiberlagert, so auch U C U’. Es folgt, dass f keine Uberlagerung ist.

Uﬁung 6. Satz 17.6 aus der Vorlesung besagt: operiert eine Gruppe G frei und eigentlich diskontinuierlich auf
einem Raum Y (d.h. jedes y € Y hat eine offene Umgebung U sodass fiir alle g € G gilt UN gU = @), und ist Y
einfach zusammenhiangend, so folgt 1, (Y/G, xo) = G. Benutzen Sie diesen Satz, um die Fundamentalgruppen der
folgenden Rdume zu bestimmen:

(a) RP?,
(b) T2 =S! x St,
(c) (x) die Kleinsche Flasche.

Lasung fiir Ubung 6:

(@) Man kann den Raum RP? als S 2/Z /2 schreiben, wobei 1 € Z/2 als die antipodale Abbildung x — —x operiert.

Da $? einfach zusammenhéngend ist, haben wir 7t; (RP?,xo) = Z/2.
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(b) Die Gruppe Z? operiert durch Verschiebungen auf R?. Dann ist T? = R /72. Da R? einfach zusammenhangend
ist, haben wir m; (T2, %) = Z2.

(c) Sei KF die Kleinsche Flasche. Seien zwei Abbildungen
T R? 5 R? (x,y) — (x+ 1,y) und 0: R? - R? (x,y) — (1 —x,y + 1)

und G C Aff,(R) die Untergruppe der affinen invertierbaren Abbildungen auf R?, die von ¢ und T erzeugt ist.
Die Abbildung o heisst Schubspiegelung oder Gleitspiegelung (sie ist die Verkniipfung einer Spiegelung und
einer Verschiebung entlang der gleichen Achse). Die Kleinsche Flasche kann man als

[07]-] X [07]-]/"7 (Ovy)"(17y)a(x70)~(]-_xv]-)

2
schreiben. Da t(0,y) = (1,y) und o(x,0) = (1 — x,1), sehen wir, dass IR/G = KF. Das heisst, dass
7T1(KF,X0) =G.

Bemerkung: Wir haben cotoo ! =

! und man kann zeigen, dass G = (a,b | aba™'b).

Uﬁung 7. Ahnlich wie in Serie 9, Ubung 5 betrachten wir Graphen — diesmal allerdings auch unendliche. Seien
V, E diskrete Rdume, und a,b: E — V Funktionen. Dann heisst der topologische Raum X = (V + (E x [0,1]))/ ~ mit
~ erzeugt von (e, 0) ~ a(e) und (e, 1) ~ b(e) ein Graph. Die Punkte v € V C X heissen Ecken, und die Unterrdume
e x [0,1]/ ~ C X fiir e € E Kanten. Zeigen Sie, dass ein Uberlagerungsraum eines Graphen wieder ein Graph ist.

PROAVAVAS

Beispiel eines unendlichen Graphen

Losung fiir Ubung 7: Seip: Y — X eine Uberlagerung und X ein Graph wie in der Ubung. Wir konstruieren im
folgenden E’, V/, a’, b’ fiir Y, um zu zeigen, dass Y ein Graph ist. Sei V/ = p~! (V). Man priift (unter Verwendung,
dass p eine Uberlagerung ist), dass V/ C Y diskret ist.

Eine Kante {e} x [0, 1]/ ~ C X von X ist das Bild eines Wegs o: [0, 1] — X mit ¢(0) = a(e) und o(1) = b(e). Fiir
alle Hochhebungen ¢ betrachten wir ein e’ mit a’(e’) = ¢(0) und b’(e’) = 6(1). Sei E’ die Menge aller solchen e’,
fir alle Kanten von X. Dies definiert die Menge E’ und die Funktionen a’, b’.

Man priift nun, dass der durch V', E’, a’, b’ definierte Graph homdomorph zu Y ist.
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Die folgenden Ubungen bendtigen Stoff aus der letzten Vorlesung von Montag, dem 26.5.

ﬂﬁung 8. Sei Z C C* offen und zusammenhéngend, zo € Z und i: Z — C* die Inklusion. Zeigen Sie, dass sich
genau dann ein stetiger Logarithmus auf Z definieren ldsst, wenn i, (711 (Z, z9)) € m;(C*, z¢) die triviale Gruppe ist.
Hierbei sei ein Logarithmus auf Z eine Abbildung log: Z — C, welche e'°#(?) = z fiir alle z € Z erfiillt.

Losung fiir Ubung 8: Weil Z C C* C C = R? offen und zusammenhéngend ist, ist es auch wegzusammenhangend
und lokal wegzusammenhéngend. Wir betrachten die Uberlagerung p: C — C*,z > 7, und wihlen ein z € C mit
p(z) = zo. Nach dem Hochhebbarkeitskriterium existiert nun eine stetige Abbildung log: Z — C mitp olog =1
(also e'°8(#) = z fiir alle z € Z) und log(zy) = Z genau dann, wenn

1.(Z,z0) C ps (m (C,2)) = p. {0} ={0}

gilt, also genau dann, wenn i, (71 (Z, zg)) C 11 (C*, z¢) die triviale Gruppe ist.

‘Ubung 9. Bestimmen Sie zwei Uberlagerungen p: X — T2 und p’: X’ — T2 des Torus T2, sodass p’: X — T2 und
p’: X’ — T2 die gleiche (endliche) Anzahl von Blittern haben, aber sodass es keine Homdomorphismen ¢: X — X’
und P: T2 — T? gibt mitp’ o p =P o p.

Losung fur Ubung 9: Wir identifizieren den Torus T2 mit R?/Z? und betrachten die beiden Uberlagerungen p: T2 >
T?und p’: T? — T2 gegeben durch p([(t,s)]) = [(2t,2s)] und p’([(t,s)]) = [(t,4s)] fiir [(t,s)] € T?> = R2/Z2.
Beachten Sie, dass p und p’ beide Uberlagerungen vom Grad 4 iiber T2 sind. Ausserdem gilt

Po(m(T?) = (2Z) x (22) < Z x Z=my(T?) und p.(m(T?)) =Z x (4Z) < Z x Z = 7, (T?).

Nehmen wir nun an, dass es Homomorphismen ¢: X — X’ und : T? — T2 gibt, so dass p’ o ¢ =} o p gilt,
dann ist insbesondere

(2Z) x (22) = pL(Z x Z) = p’. 0 b (1 (T?)) = P 0 pu(m1(T?)) = ¥ (Z x (42)),

d.h. es gibt einen Isomorphismus F =1..: Z x Z — Z x Z mit F(Z x (4Z)) = (2Z) x (2Z). Dies ist aber nicht moglich,
denn die Quotienten (Z x Z)/(Z x (4Z)) = Z/AZ und (Z x Z)/((2Z) x (2Z)) = (Z/2Z) x (Z/2Z) sind nicht isomorph.

uﬁung 10.

Abb&éruﬂg—lst— Dzese Aufgabe zst gestrzchen Zur Losung bmuchte man dus Hochhebbarkeltskrzterzum (siehe z. B ]amch
S. 174 oder Hatcher Proposition 1.33. S. 61, welches wir in der Vorlesung nicht mehr betrachtet haben.

Losung fiir Ubung 10: Aus der Endlichkeit der Fundamentalgruppe von X folgt, dass jedes Element h € 7 (X)
endliche Ordnung hat. Daher hat das Element f.(h) € 7;(S') = Z ebenfalls endliche Ordnung (weil f, ein
Homomorphismus ist), was impliziert, dass es Null ist, da es keine nichttrivialen Elemente endlicher Ordnung in Z
gibt. Wir haben also gezeigt, dass f.(m; (X)) = {0} C 7t; (S?).

Betrachten wir nun die universelle Uberlagerung p: R — S! von S*. Wegen f, (7t; (X)) = {0} = p. (1 (R)) sind
die Voraussetzungen des Hochhebbarkeitskriteriums erfiillt und somit existiert eine Hochhebung f: X — R von f.
Weil R zusammenziehbar (kontrahierbar) ist, ist nach Aufgabe 5 (b) von Serie 6 jede Abbildung X — R homotop
zu einer konstanten Abbildung, also ist auch f = p o f homotop zu einer konstanten Abbildung (betrachte die
Verkniipfung einer Homotopie X x [0, 1] — R mit p.)

Uﬁung 11. Beschreiben Sie bis auf Isomorphie alle Uberlagerungen p: Y — X von X mit wegzusammen-
héngendem Y, wobei

(@) X =S4,
(b) X =S x 82,
(c) X=S'Vvs2

Losung fiir Ubung 11:
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(a) Die Klassifikation der Uberlagerungen gibt uns eine 1:1 Korrespondenz zwischen den Isomorphietypen der
Uberlagerungen von $! und den Untergruppen von 7, (S*, 1) = Z. Die triviale Untergruppe entspricht der
universellen Uberlagerung R — S',t + e't. Die n1cht-tr1v1alen Untergruppen sind alle von der Form (n) fiir
einmn > 1, und entsprechen der Uberlagerung St — Stz 2™

(b) Wegen m; (S?) = {1} gibt es bis auf Isomorphie nur die universelle Uberlagerung id: $* — S2 von S2.
Die Uberlagerungen von S! x S? sind die Produkte R x $? — S x S%, (r,x) + (e*™'",x) und S! x §? —
St x S2 (z,x) — (z™,x) firn € N.

(c) Die universelle Uberlagerung von S! \/ §? ist der topologische Raum, der aus R entstet, indem wir an jede
ganze Zahl k € Z C R eine Kopie der Sphire S? kleben. Die weiteren Uberlagerungsrdume sind bis auf
Isomorphie die Quotientenrdume X,, fiir n € N, wobei wir X, jeweils bilden, indem wir an alle n-ten
Einheitswurzeln in S! eine Kopie der Sphére S? kleben.

‘Ubung 12.
(a) (x) Finden Sie eine Uberlagerung p: Y — S \V S, sodass 7 (Y, yo) unendlich erzeugt ist.
(b) () Finden Sie bis auf Isomorphie alle 2-blittrigen Uberlagerungen von S* \/ S*.

(c) (x*) Finden Sie bis auf Isomorphie alle 3-blattrigen Uberlagerungen von S' \/ S'.

Losung fiir Ubung 12: (a) Siehe Hatcher, S. 58, Abbildung (11).

(b) Die 2-blattrigen Uberlagerungen entsprechen genau den Untergruppen von 7;(S' V' S', 1) = (a,b) mit
Index 2. Alle solchen Untergruppen sind Normalteiler, und also Kerne einer surjektiven Abbildung (a, b) — Z/2.
Da a und b jeweils auf 0 oder 1 geschickt werden konnen, gibt es vier solcher Abbildungen, von denen drei
surjektiv sind. Es gibt also genau drei solche Uberlagerungen (bis auf Isomorphie). Zwei dieser Uberlagerungen
sind abgebildet in Hatcher, S. 58, Abbildung (1) und (2).

(c) Die Strategie aus (b) liefert vier Uberlagerungen, deren entsprechende Untergruppen Normalteiler sind. Aber
es gibt auch Untergruppen von Index 3, die keine Normalteiler sind. Tatséchlich ist es einfacher, alle Uberlagerungen
von Grad 3 (mit topologischen Mitteln) zu finden, als alle Untergruppen von Index 3 (mit algebraischen Mitteln).
Man verwende, dass eine Uberlagerung Y des Graphen S! V S wieder ein Graph ist. Da S! \V S! eine Ecke und zwei
Kanten hat, hat Y drei Ecken und sechs Kanten. Man kann alle solchen Graphen auflisten, bei denen ausserdem jede
Ecke inzident zu vier Kanten ist. Fiir jeden dieser Graphen gibt es noch verschiedene Moglichkeiten, den Basispunkt
Yo zu wihlen, und eine Uberlagerungsabbildung zu definieren. Insgesamt findet man 9 solche Uberlagerungen,
insgesamt also 13.




