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Serie 2

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es
1, 2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!
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Uﬁung 1. Sei X eine Menge und sei Y ein topologischer Raum. Sei f: X — Y eine beliebige Funktion.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge O der Teilmengen von X der Form U = f~!(V) fiir offene Mengen V C Y eine
Topologie auf X ist. Diese heisst Initialtopologie beziiglich f.

(b) Zeigen Sie, dass f: (X,0) — Y stetig ist.

(c) Sei X’ eine Menge mit Topologie O’. Angenommen, alle Funktionen f: X’ — Y’ fiir alle topologischen
Réume Y’ sind stetig. Was konnen Sie tiber O’ sagen?

(d) Sei X’ eine Menge mit Topologie O’. Angenommen, alle Funktionen f: Y’ — X’ fiir alle topologischen
Réume Y’ sind stetig. Was konnen Sie tiber O’ sagen?

uﬁung 2. Sei X eine Menge. Zeigen Sie, dass es fiir jede Menge von Teilmengen S C P(X) genau eine Topologie Os
auf X gibt, sodass S eine Subbasis von Os ist. Zeigen Sie weiter, dass dies die kleinste (auch grobste genannt)
Topologie von X ist, die S enthilt, d.h. ist O eine Topologie von X mit S C O, dann gilt Os C O.

‘Ubung 3.
(a) (x) Entscheiden Sie, welche der folgenden topologischen Rédume homdomorph zueinander sind:

R’ R27 (0) 1)7 [07 1)) [07 1]) Sl'
(b) (x**) Sind Q und Q? homéomorph?
Uﬁung 4. Seien X die reellen Zahlen mit der natiirlichen Topologie (der von der euklidischen Metrik induzierten),

und Y die reellen Zahlen mit der von allen Intervallen der Form [a, b) fiir a,b € R, a < b erzeugten Topologie.

(a) Zeigen Sie, dass die Topologie von Y feiner als die Topologie von X ist.

(b) Man beschreibe die stetigen Funktionen f: Y — X.2

‘Zlﬁung 5. In dieser Ubung vergleichen wir Zusammenhang und Wegzusammenhang.

(a) Zeigen Sie, dass ein wegzusammenhangender Raum X auch zusammenhéngend ist.

(b) (*) Zeigen Sie, dass ein zusammenhéngender topologischer Raum X, in dem jeder Punkt eine wegzusammen-
héngende offene Umgebung hat, auch wegzusammenhéngend ist®.

(c) Zeigen Sie, dass Z mit der kofiniten Topologie zusammenhéngend ist. (Die kofinite Topologie ist in Serie 1
definiert.)

(d) (x%) Zeigen Sie, dass Z mit der kofiniten Topologie nicht wegzusammenhingend ist®.

uﬁung 6. Die Mengen IT;¢1U; mit U; C X; offen fiir alle i € I bilden eine Basis fiir eine Topologie auf TT;c1X;, die
sogenannte Box-Topologie. Betrachten wir RY mit dieser Topologie. Zeigen Sie, dass die Menge aller Folgen, die
gegen 0 konvergieren, eine offene und abgeschlossene Menge ist. Zeigen Sie, dass RY mit der Produkttopologie
und RY mit der Boxtopologie nicht homdomorph sind.
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