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Serie 13

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* % X%

‘Ubung 1. Seip: Y — X eine Uberlagerung. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Abbildung p ist ein lokaler Homoomorphismus (d.h. jeder Punkt in Y hat eine offene Umgebung V sodass
p(V) C X offen und ply ein Homdomorphismus aufs Bild ist).

(b) Falls p~!(x) fiir alle x € X einelementig ist, dann ist p ein Homdomorphismus.

‘Zlﬁung 2. Seip: Y — X eine Uberlagerung, A C X eine Teilmenge mit der Unterraumtopologie und B == p~1(A).
Zeigen Sie, dass die Einschrinkung plg: B — A eine Uberlagerung ist.

Ubung 3.
(a) Sein € N. Zeigen Sie, dass pn: C* — C*, z +— z™, eine Uberlagerung ist.

(b) (x) Sei P e C[X] ein Polynom, das nicht konstant ist. Zeigen Sie, dass man Punkte z,z3,...,z, € C finden
kann, so dass die Abbildung

P: C\P'({z1,22,...,z0}) = C\{z1,22,...,2n}

eine Uberlagerung ist.

uﬁung 4.(x) Seien X,Y, Z topologische Rdume und seien p: X — Y und q: Y — Z Uberlagerungen. Weiter sei
q~!(z) fiir alle z € Z eine endliche Menge. Zeigen Sie, dass q o p: X — Z eine Uberlagerung ist.

Ubung 5. Seif: S' — S,

2

flz) = z?  wenn Im(z) >0
71 2 wemn Im(z) <0.

Zeigen Sie: die Abbildung f ist stetig, fiir alle z € S* hat f~'(z) zwei Elemente, und jedes z € S' hat eine offene
Umgebung U sodass f~!(U) homdomorph zu U + U ist; aber f ist keine Uberlagerung.

(Uﬁung 6. Satz 17.6 aus der Vorlesung besagt: operiert eine Gruppe G frei und eigentlich diskontinuierlich auf
einem Raum Y (d.h. jedes y € Y hat eine offene Umgebung U sodass fiir alle g € G gilt UN gU = @), und ist Y
einfach zusammenhingend, so folgt 71, (Y/G, xo) = G. Benutzen Sie diesen Satz, um die Fundamentalgruppen der
folgenden Rdume zu bestimmen:

(a) RP?,
(b) T2 =8 x S,
(c) () die Kleinsche Flasche.

uﬁung 7. Ahnlich wie in Serie 9, Ubung 5 betrachten wir Graphen - diesmal allerdings auch unendliche. Seien
V, E diskrete Riume, und a,b: E — V Funktionen. Dann heisst der topologische Raum X = (V + (E x [0, 1]))/ ~ mit
~erzeugt von (e,0) ~ a(e) und (e, 1) ~ b(e) ein Graph. Die Punkte v € V C X heissen Ecken, und die Unterrdume
e x [0,1]/ ~ C X fiir e € E Kanten. Zeigen Sie, dass ein Uberlagerungsraum eines Graphen wieder ein Graph ist.

PROAVAVAS

Beispiel eines unendlichen Graphen
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Die folgenden Ubungen bendtigen Stoff aus der letzten Vorlesung von Montag, dem 26.5.

ﬂﬁung 8. Sei Z C C* offen und zusammenhéngend, zo € Z und i: Z — C* die Inklusion. Zeigen Sie, dass sich
genau dann ein stetiger Logarithmus auf Z definieren ldsst, wenn i, (711 (Z, z9)) € m;(C*, z¢) die triviale Gruppe ist.
Hierbei sei ein Logarithmus auf Z eine Abbildung log: Z — C, welche e'°#(?) = z fiir alle z € Z erfiillt.

‘Ubung 9. Bestimmen Sie zwei Uberlagerungen p: X — T2 und p’: X’ — T2 des Torus T2, sodass p’: X — T2 und
p’: X’ — T? die gleiche (endliche) Anzahl von Bléttern haben, aber sodass es keine Homéomorphismen ¢: X — X’

und P: T? — T? gibt mitp’ o p =P o p.

1

Abbildung-ist: Diese Augabe ist gestichen. Zur Losung briiuchte man das Hochhebbarkeitskriterium (siehe z.B. Janich
S. 174 oder Hatcher Proposition 1.33. S. 61, welches wir in der Vorlesung nicht mehr betrachtet haben.

‘Ubung 11. Beschreiben Sie bis auf Isomorphie alle Uberlagerungen p: Y — X von X mit wegzusammen-
héngendem Y, wobei

(@) X =S5,

(b) X =S! x 52,

(c) X=S'Vv s
‘Ubung 12.

(a) (x) Finden Sie eine Uberlagerung p: Y — S\ S, sodass 7 (Y, yo) unendlich erzeugt ist.
(b) () Finden Sie bis auf Isomorphie alle 2-blittrigen Uberlagerungen von S* \V/ St.

(c) (x*) Finden Sie bis auf Isomorphie alle 3-blttrigen Uberlagerungen von S! \/ SL.



