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Serie 2: Losung

ﬂﬁung 1. Sei X eine Menge und sei Y ein topologischer Raum. Sei f: X — Y eine beliebige Funktion.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge O der Teilmengen von X der Form U = f~!(V) fiir offene Mengen V C Y eine
Topologie auf X ist. Diese heisst Initialtopologie beziiglich f.

(b) Zeigen Sie, dass f: (X,0) — Y stetig ist.

(c) Sei X’ eine Menge mit Topologie O’. Angenommen, alle Funktionen f: X’ — Y’ fiir alle topologischen
Réume Y’ sind stetig. Was konnen Sie tiber O’ sagen?

(d) Sei X’ eine Menge mit Topologie O’. Angenommen, alle Funktionen f: Y’ — X’ fiir alle topologischen
Réaume Y’ sind stetig. Was konnen Sie iiber O’ sagen?

Losung fiir Ubung 1:

(a) Als erstes sehen wir, dass ) = f~1()) und X = f~1(Y) in O liegen. Seien U; = f~1(V;) fiir offene Menge V; und
i € I eine Familie von Mengen in O. Dann,
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und da (J;¢; Vi eine offene Menge ist, liegt | J;; Ui auch in O. Wir haben auch

i€l
Nl =f1HvinV),
also liegt U; N Uj auch in 0. Wir haben gezeigt, dass O eine Topologie auf X ist.

(b) Die Funktion f: (X,0) — Y ist stetig, wenn fiir alle offenen Mengen V beziiglich der Topologie von Y f~1(V)
offen ist. Das ist unsere Definition fiir O gewesen!

(c) Sei der topologische Raum Y’ die Menge X’ mit der diskreten Topologie und f schicke x auf x. Alle Teilmengen
V C X’ sind offen beziiglich der diskreten Topologie, also ist V = f~! (V) auch offen beziiglich 0’, weil f stetig
ist. Es folgt, dass O’ auch die diskrete Topologie ist. Umgekehrt ist auch klar, wenn O’ die diskrete Topologie
ist, dass alle Funktionen auf X’ stetig sind.

(d) Sei der topologische Raum Y’ die Menge X’ mit der indiskreten Topologie und f schicke x auf x. Fiir alle
Teilmengen V € O’ soll V = f~1(V) offen beziiglich Y’ sein. Das heisst V = () oder X’. Also ist O’ die indiskrete
Topologie. Es ist auch klar, wenn O’ die indiskrete Topologie ist, dass alle Funktion nach X’ stetig sind.

uﬁung 2. Sei X eine Menge. Zeigen Sie, dass es fiir jede Menge von Teilmengen S C P(X) genau eine Topologie Os
auf X gibt, sodass S eine Subbasis von Os ist. Zeigen Sie weiter, dass dies die kleinste (auch grobste genannt)
Topologie von X ist, die S enthilt, d.h. ist O eine Topologie von X mit S C O, dann gilt Os C O.

Losung fiir Ubung 2: Sei S C P(X). Wir bauen unsere Topologie Os wie folgt. Wir definieren Os C P(X) als die

Teilmenge aller
u=_JNu
ielje]s

fiir alle Familien ( U}))‘e]i,iel von Mengen in S mit J; endlich fiir alle i € I. Vorerst sehen wir, dass ﬂieli U} offen
sein soll, da J ist endlich. Da ), u} ist offen fiir alle i € I, die Menge U soll auch offen sein. Dies zeigt, dass eine
Topologie, die S enthilt, auch Os enthilt. Somit ist O die kleinste Topologie von X ist, die S enthalt, sofern Og eine
Topologie ist. Wir priifen jetzt, dass Os eine Topologie ist. Sei I eine einelementige Menge und J; die leere Menge,

dann .
U -x

ielje]s
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also liegt X in Os. Sei jetzt I die leere Menge, dann
U=
ielje];

also liegt () auch in Os. Seien zwei Elemente von Os gegeben:

u=JNOu, u=1 MNu.

ieljel; iel’jely
Wir definieren X; = ﬂje It U} und X;» = ﬂje I U}/ fiir allei € Tund i’ € 1. Weil N distributiv iiber U ist, haben wir
UOU’_<UX1>Q<U Xi/>— U Xi N Xy
i€l irer ii’elx1/

Den Durchschnitt von X; und X;s kann man auch als (;y, U)? NUje,, U}/ schreiben. Da dies ein Schnitt endlich
vieler offener Mengen ist, folgt dass U N U’ in Os liegt. Wenn Uy fiir k € K in Og liegen, liegt die Vereinigung
Ukek Uk auch in Os (es ist eine grossere Vereinigung von endlichen Schnitten von Elementen von S). Das zeigt,
dass Os eine Topologie ist.

‘Ubung 3.
(a) (x) Entscheiden Sie, welche der folgenden topologischen Raume homdomorph zueinander sind:

R’ R27 (0’ ]')7 [O’ 1), [07 ]‘], sl'
(b) (**) Sind Q und Q* homéomorph?

Losung fiir Ubung 3:

(a) Zuerst sehen wir, dass f: (0,1) — R, x — tan(7tx —71/2) ein Homdomorphismus zwischen (0, 1) und R ist (tan
ist stetig und tan—* auch). Jetzt beschreiben wir verschiedene topologische Eigenschaften fiir die genannten
topologische Rdaume, die zeigen, dass alle anderen topologische Rdume nicht homdomorph zueinander sind.

(i) R = (0,1): Der Raum R\{x} ist fiir keinen Punkt x € R zusammenhé&ngend.
(ii) R?%: Der Raum R?\{xy,...,xy} ist immer zusammenhéngend fiir alle Punkte x1, ..., X, in R?.

(iii) [0, 1): Der Raum [0, 1)\{x} ist fiir keinen Punkt x € (0, 1) zusammenhéngend, aber zusammenhangend
fir x = 0.

(iv) [0, 1]: Der Raum [0, 1]\{x} ist fiir keinen Punkt x € (0, 1) zusammenhé&ngend, aber [0, 1]\{0, 1} ist zusam-
menhédngend.

(v) S': Der Raum S*\{x} ist immer zusammenhéngend fiir alle Punkte x € S*.

(b) Ja, sie sind homdomorph! Die ist ein Spezialfall des Satzes von Sierpinski.

uﬁung 4. Seien X die reellen Zahlen mit der nattirlichen Topologie (der von der euklidischen Metrik induzierten),
und Y die reellen Zahlen mit der von allen Intervallen der Form [a, b) fiir a,b € R, a < b erzeugten Topologie.

(a) Zeigen Sie, dass die Topologie von Y feiner als die Topologie von X ist.

(b) Man beschreibe die stetigen Funktionen f: Y — X.

Losung fiir Ubung 4:
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(a) Sei (a,b) ein offenes Intervall. Wir haben
1 1
= — 1— — .
(a,b) nLgJI\T[anjL( 2n>a,b)

Dies zeigt, dass die Topologie auf Y feiner als die Topologie auf X ist, weil die offenen Intervallen einen Basis
tiir die Topologie auf X sind.

(b) Es geniigt, die Stetigkeit auf einer Basis zu priifen (warum?); d.h. f: Y — X ist genau dann stetig, wenn
f~1((x — ¢,x + €)) offen ist fiir alle x € R und & > 0. Diese Menge ist genau dann offen, wenn fiir jedesy € Y
mity € f1((x —e,x + €)) ein § > 0 existiert, sodass [y,y + &) C f~1((x — &, x + €)). Also ist die Stetigkeit
von f zu folgendem dquivalent: fiir alle x € R, ¢ > 0, und y mit f(y) = x existiert ein §, sodass fiir alle y’ mit
y’ >yundy —y’| < b gilt: [f(y’) — f(y)| < e. Das ist genau die Definition von Rechtsstetigkeit.

Uﬁung 5. In dieser Ubung vergleichen wir Zusammenhang und Wegzusammenhang.
(a) Zeigen Sie, dass ein wegzusammenhangender Raum X auch zusammenhéngend ist.

(b) (*) Zeigen Sie, dass ein zusammenhéngender topologischer Raum X, in dem jeder Punkt eine wegzusammen-
hiéngende offene Umgebung hat, auch wegzusammenhéngend ist.

(c) Zeigen Sie, dass Z mit der kofiniten Topologie zusammenhéngend ist. (Die kofinite Topologie ist in Serie 1
definiert.)

(d) (xx) Zeigen Sie, dass Z mit der kofiniten Topologie nicht wegzusammenhangend ist.

Losung fiir Ubung 5:

(a) Ware X nicht zusammenhéngend, gébe es U und V, zwei offene nicht-leere Mengen mit ULV = X. Seienx € U
und y € V. Es gibt eine stetige Funktion y: [0, 1] — X mit y(0) = x und (1), da X wegzusammenhingend ist.
Dann haben wir y~!(U) Uy —1(V) = [0, 1] aber [0, 1] ist zusammenhéngend. Das ist ein Widerspruch.

(b) Wir betrachten alle x € X die Menge S(x) aller Punkte, zu denen es einen Weg von x gibt. Wir wollen zeigen,
dass die Menge S(x) offen und abgeschlossen ist.

Lemma 1. Sei X ein topologischer Raum, in dem jeder Punkt eine wegzusammenhingende offene Umgebung hat. Fiir
alle x € Xist die Menge S(x) offen.

Beweis. Seien y ein Punkt in S(x) und y: [0, 1] — X ein Weg von x zu y. Mit unserer Hypothese gibt es eine
offene Umgebung U fiir y, die wegzusammenhéngend ist. Also gibt es fiir alle z € U einen Weg v’ von y zu z.
Man kann y und y’ zu einem Weg von x nach z zusammensetzen. Somit U C S(x), und es folgt, dass S(x)
offen ist. 0

Ahnlich beweist man, dass fiir x,y € X entweder S(x) N S(y) = 0 oder S(x) = S(y) gibt. Wir schreiben
X =[] sw.
xeX

All diese Mengen S(x) sind nicht-leer (da x € S(x)) und offen. Da X zusammenhéngend ist, haben wir auch,
dass S(x) = S(y) fiir alle x,y € S(x). In anderen Worter: X ist wegzusammenhéangend.

(c) Wire Z nicht zusammenhingend, gédbe es U und V zwei offene nicht-leere Mengen mit U UV = Z, dann
haben wir auch (Z\U) U (Z\V) = Z. Die Mengen Z\U und Z\V sind abgeschlossen, also sind sie endlich. Da
Z unendlich ist, haben wir einen Widerspruch.

(d) Wir beweisen zuerst ein Lemma.
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Lemma 2. Es gibt keine Familie abgeschlossener Mengen (Fi)icn, von denen mindestens zwei nicht leer sind, mit
FiNF =0 firalli,j € Nund
JF =01
ieN
Beweis. Wir bauen eine Intervallschachtelung
0,1]=Ip2LH2L2...2L2...
nicht-leerer abgeschlossener Intervalle, welche die zwei folgenden Aussagen erfiillt:

e FiralleneN,F, NI, =0.
e Fiir alle i,n € N enthalt F; nicht I,,.

Dann gibt es x € [, ¢y In # 0 mit x ¢ F; fiir alle i € N. Das ist ein Widerspruch.
Wir bauen (I, )r, mit einer vollstindigen Induktion.

Induktionsanfang: Wir definieren I, = [0, 1].

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass Iy, . . . In—1 bereits konstruiert wurden. Wir konnen I,, wie folgt bauen.
Wenn I,,_; NF,, = () gilt, dann tun wir nichts: I,, := I,,_;. Betrachten wir jetzt den Fall I,_; N F,, # (). Nach
Annahme gilt I,,_; ¢ F,,. Also gibt es eine weiteres m # n sodass I,_; N Fy, # (. Man kann offene disjunkte
Mengen U,V € I,_; wihlen sodass F, N I,—; € Uund Fry N I,—1 C V (warum?). Wir definieren I, als
Abschluss einer Zusammenhangskomponente von V. Da Zusammenhangskomponenten offener Mengen in
I,—1 wieder offen sind (warum?), folgt, dass I, ein abgeschlossenes Intervall ist. Nach Konstruktion ist es
enthalten in I, ; und disjunkt von F,,. Ausserdem enthilt I,, sowohl Punkte in F,, als auch Punkte ausserhalb
von Fp,. Also gibt es kein F;, welches I, enthélt. Dies beendet den Induktionsschritt. O

Wire die Menge Z wegzusammenhangend, konnten wir einen Pfad y: [0,1] — Z mity(0) =0und y(1) =1
finden. Wir haben
z=||{n

nez

eine abzdhlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen, also

0,10 =]y 'dnd.

nez
Das ist ein Widerspruch zu Lemma

Bemerkung 1. Andererseits, wenn X eine topologische Menge mit der kofiniten Topologie und der Kardinalitit von R
(oder grosser) ist, kann man beweisen, dass X wegzusammenhingend ist. Seien x und y zwei Punkte in X und y eine
injektive Funktion von [0, 1] nach X mit y(0) = x und y(1) = y. Dann ist vy stetig, da fiir alle abgeschlossen Menge
F C X, vy~ 1(F) C [0, 1] abgeschlossen ist (die Teilmenge ist endlich).

Als niichstes kann man fragen: ,,Was passiert wenn die Kardinalitiit der Menge X zwischen W, und 2%° ist?“. Ein

solches X existiert, wenn unsere Modell nicht die Kontinuumshypothese (Kontinuumshypothese: ¥, = 2%0) erfiillt. Ich
kenne die Antwort nicht.

uﬁung 6. Die Mengen IT;¢1U; mit U; C X; offen fiir alle i € I bilden eine Basis fiir eine Topologie auf IT;c1X;, die
sogenannte Box-Topologie. Betrachten wir RY mit dieser Topologie. Zeigen Sie, dass die Menge aller Folgen, die
gegen 0 konvergieren, eine offene und abgeschlossene Menge ist. Zeigen Sie, dass RY mit der Produkttopologie
und RY mit der Boxtopologie nicht homdomorph sind.

Losung fiir Ubung 6: Sei M die Menge aller Folgen, die gegen 0 konvergieren. Zuerst zeigen wir, dass M offen ist.
Sei (xn)n € RY eine gegebene konvergente Folge. Definiere die offene Menge

U::HB(xn,Tll>.

neN
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Sei (yn)n € RY eine Folge in U, dann |yn| < [xn| + 1/n — 0. Das heisst, dass (yn)n auch in M liegt. Die Menge M
ist also offen. Als ndchstes zeigen wir, dass M abgeschlossen ist. Sei (xn )nen eine Folge, die nicht in M liegt. Das
heisst, dass es ¢ > 0 und eine unendliche Teilmenge I C N mit [x| > ¢ fiir alle n € I gibt. Dann liegen alle Folge
(Yn)n in [ [, e B(xn, £/2) auch nicht in M. Die Menge M ist dann auch abgeschlossen.

Die Menge RY mit der Produkttopologie ist zusammenhingend (Serie 3, Ubung 6). Es folgt, dass die beiden
topologischen Raume nicht homdomorph sind.

X % X%



