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Serie 3: Losung

ﬂﬁung 1. Zeigen Sie, dass eine konvergente Folge in einem Hausdorffraum nur einen Hiufungspunkt hat. Ein
Punkt ist ein Hiufungspunkt einer Folge, falls jede Umgebung des Punktes unendlich viele Folgenglieder enthiilt.
Folgern Sie, dass in einem Hausdorffraum der Grenzwert einer Folge, sofern er existiert, eindeutig ist.

Losung fiir Ubung 1: Sei (X, O) ein Hausdorffraum und sei (xn )nen eine Folge in X mit Grenzwert x. Desweiteren
sei y € X ein beliebiger, von x verschiedener Punkt in X. Da X ein Hausdorffraum ist, existieren zwei disjunkte
offene Mengen U und V in X so, dass x € Uund y € V. Da U eine offene Umgebung von x ist, existiert ein N € N so,
dass x,, € U fiir allen > N gilt. Da U und V disjunkt sind, konnen wir jedoch nicht unendlich viele Folgenglieder
in V finden, womit y kein Haufungspunkt der Folge (xn)nen sein kann.

uﬁung 2. Wie in Serie 2, Ubung 4, seien X die reellen Zahlen mit der natiirlichen Topologie, und Y die reellen
Zahlen mit der von Intervallen der Form [a, b) mit a < b erzeugten Topologie.

(a) Man zeige, dass Y total unzusammenhingend ist (d.h. dass Einpunktmengen die einzigen zusammenhéngenden
Teilmengen von Y sind).

(b) Man beschreibe die stetigen Abbildung X — Y.

Losung fiir Ubung 2:

(a) Sei C € Y eine zusammenhangende Teilmenge mit zwei verschiedenen Punkten x < y. Dann

c-(en(232)) e [152)).

Das ist ein Widerspruch, also sind nur die Einpunktmengen zusammenhéangend.

(b) Seif: X — Y eine stetige Funktion. Da X zusammenhéngen ist, ist auch f(X) C Y zusammenhéingend. Aus (a)
folgt, dass f(X) eine Einpunktmenge ist. Das heisst, dass f eine konstante Funktion ist.

Uﬁung 3. Wie in Serie 1, Ubung 2, sei (X, Ogof) ein topologischer Raum mit der kofiniten Topologie.

(a) Zeigen Sie, dass X das Axiom T; erfiillt, d.h. fiir zwei verschiedene Punkte a # b in X existieren offene
Umgebungen von a und b, welche den jeweils anderen Punkt nicht enthalten.

(b) Wann ist X ein Hausdorffraum?

(c) Zeigen Sie, dass ein beliebiger topologischer Raum X genau dann das Axiom T; erfiillt, wenn alle einelementi-
gen Teilmengen von X abgeschlossen sind.

Losung fiir Ubung 3:

(a) Seien a # b € X. Dann erfiillen die offenen Mengen X \ {b} (offene Umgebung von a, die b nicht enthilt) und
X\ {a} (offene Umgebung von b, die a nicht enthalt) die gewiinschte Eigenschaft.

(b) Dies kann nur der Fall sein, wenn X endlich ist, denn fiir unendliche Mengen X mit der kofiniten Topologie ist
der Durchschnitt zweier nichtleerer, offener Mengen nie leer. In der Tat sind fiir endliche Mengen X aber {a}
und X\ {a} immer disjunkte Umgebungen von a und b # a.

(c) Sei X ein topologischer Raum, der T, erfiillt, und x € X. Fiir alle y # x gibt es also eine offene Umgebung U,,
vony, sodass x ¢ U, gilt. Dann ist {x} = X\ J{Uy | y € X\ {x}} abgeschlossen. Umgekehrt, seien a,b € X mit
a # b. Dann sind {a} und {b} abgeschlossen, also X\ {b} und X\ {a} offene Umgebungen mit der gewiinschten
Eigenschaft.
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‘Ubung 4. Sei X eine Menge.
(a) Was sind die kompakten Mengen in X mit der diskreten Topologie?

(b) Was sind die kompakten Mengen in X mit der kofiniten Topologie?

Losung fiir Ubung 4:

(a) Wir wollen beweisen, dass ein Unterraum A C X kompakt ist, genau dann wenn er endlich ist. Offensichtlich
ist jede endliche Teilmenge von X kompakt, so dass wir die andere Implikation beweisen wollen. Betrachten
wir einen unendlichen Unterraum A C X. Dann ist {x} offen in A fiir jedes x € A, da A die diskrete Topologie
von X erbt. Daher ist O := {{x}, x € A} eine unendliche offene Uberdeckung von A. Offensichtlich ldsst O aber
keine endliche Teiliiberdeckung zu, also ist A nicht kompakt.

(b) Alle Teilmengen von X mit der kofiniten Topologie sind kompakt. Fiir endliche Teilmengen (und insbesondere
fiir endliche Mengen X) folgt dies aus der Definition. Sei also X unendlich, A C X eine unendliche Teilmenge
und U = {A \ Fi}ic1 eine offene Uberdeckung von A fiir endliche Mengen F; C X, i € 1. Dann gilt

A=JAVR=A\ (ﬂh>,
iel icl

also ()ic Fi = 0.Seinun F; ={x4,...,xn}. Firallek = 1,...,n, gibt es dann ein i € Isodass x ¢ F;, gilt,
da der Durchschnitt aller F;s leer ist. Es gilt also ()._; Fi, N F1 = 0, womit

U :={A\F}U{A\Fi i,

eine endliche Teiliiberdeckung von A ist.

Uﬁung 5. (Wegzusammenhangskomponenten) Sei X ein topologischer Raum und sei x¢ € X.

(a) Die Menge
{x € X| es gibt einen Weg von x nach x¢}

heisst Wegzusammenhangskomponente von xo (in der Vorlesung haben Sie die Zusammenhangskomponenten
gesehen). Zeigen Sie, dass dies die grosste wegzusammenhédngende Teilmenge von X ist, welche x enthalt.

(b) Was sind die Zusammenhangskomponenten und Wegzusammenhangskomponenten in Q?

(c) Finden Sie ein Beispiel eines topologischen Raums mit einer Wegzusammenhangskomponente, die nicht
abgeschlossen ist.

Losung fiir Ubung 5:

(a) Ist C eine wegzusammenhangende Teilmenge, die x enthilt, so konnen wir einen Weg von x nach y fiir alle
y € C finden. Daraus folgt, dass C eine Teilmenge der Wegzusammenhangskomponente ist. Anderseits ist die
Wegzusammenhangskomponente von xo wegzusammenhdngend, da es fiir alle y, x in der Wegzusammen-
hangskomponente einen Weg von y nach x und einen Weg von x nach z gibt. Man kann diese beiden Wege zu
einem Weg von y nach z zusammensetzen.

(b) Die Zusammenhangskomponenten bzw. Wegzusammenhangskomponenten in Q sind genau die einelementi-
gen Teilmengen von Q.

(c) Sei Z die ,topologist’s sine curve” aus der Vorlesung. Zy = {(0,0)} und Z; = Z\ Z, bilden gerade die
Wegzusammenhangskomponenten von Z. Aber Z; = Z und Z, ist somit nicht abgeschlossen in Z.
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‘Zjﬁung 6.

(a) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier nicht-leerer topologischer Réume X, Y genau dann kompakt ist, wenn X
und Y kompakt sind.

(b) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier topologischer Raume X, Y genau dann zusammenhéngend ist, wenn X
und Y zusammenhéngend sind.

Seien (X;)icr1 topologische Rdaume.

(c) Zeigen Sie, dass ;<1 X; genau dann wegzusammenhdngend ist, wenn X; wegzusammenhéangend fiir alle
i€ Iist.

(d) (»x) Zeigen Sie, dass T1ic1X; genau dann zusammenhéngend ist, wenn X; zusammenhangend fiir alle i € I
ist.

Losung fiir Ubung 6:

(a) Wenn (U;)ic1 eine Uberdeckung von X ist, so ist (U; X Y)ie1 eine Uberdeckung von X x Y. Wenn X x Y
kompakt ist, konnen wir eine endliche Teiltiberdeckung finden. Die entsprechenden Mengen sind eine
endliche Teiltiberdeckung von X (hier verwenden wir, dass Y nicht leer ist).

Fir die Umkehrung, sei (W;)ic1 eine Uberdeckung von X x Y. Wir konnen annehmen, dass alle W; die Form
Ui x V; mit offenen Teilmengen U; C X und Vi C Y haben, da die offene Teilmengen in dieser Form eine Basis
fuir die Produkttopologie sind (warum genau?). Fiir alle x € X gibt es eine endliche Teilmenge ]« C I mit

{x}xYC U Ui x Vi,
i€]x

da Y kompakt ist. Sei Uy = ﬂielx U;. Die Menge U ist offen, als ein endlicher Durchschnitt offener Mengen.
Dann ist (Ux x Vi)iey eine offene Uberdeckung von {x} x Y und (U, )xex ist eine offene Uberdeckung von X.
Da X kompakt ist, gibt es eine Teiltiberdeckung (U )xcx von X fiir eine endliche Teilmenge K C X. Es ergibt
sich die endliche Teiliiberdeckung (U; x Vi)icj, xex von X x Y. Das heisst, dass X x Y kompakt ist.

(b) Wenn X x Y zusammenhidngend ist, dann sind X und Y zusammenhédngend als stetige Bilder unter den
Projektionsabbildungen 7tx: X X Y — Xbzw. ty: X x Y = Y.
Fiir die Umkehrung benutzen wir die folgende Aussage.

Lemma 1. Sei X ein topologischer Raum. Dann X ist nicht zusammenhingend genau dann, wenn es eine stetige,
surjektive Abbildung von X nach {0, 1} mit der diskreten Topologie gibt.

Beweis. Angenommen, X ist nicht zusammenhéangend. Dann gibt es zwei nichtleere, offene, disjunkte Teil-
mengen U,V C X, sodass X =U UV, und

1 X — {0, 1},

0 xelu
X
1 xeV

ist eine wohldefinierte, surjektive und stetige Abbildung.

Umgekehrt sind wir fiir eine solche surjektive, stetige Abbildung f: X — {0, 1} die Mengen U := f~1(0) und
V := f~!(1) nichtleere, offene Teilmengen von X und es gilt UNV = ) und UU V = X, sodass X per Definition
nicht zusammenhé&dngend ist. O

Sei (a,b) € X x Yund f: X x Y — {0, 1} eine beliebige stetige Abbildung. Wir miissen zeigen, dass f konstant
(also nicht surjektiv) ist. Betrachte die stetige surjektive Abbildung

i X — X x {b}
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gegeben durch 1(x) = (x,b). Dann ist die Abbildung f ’XX Ot stetig und konstant (da X zusammenhéngend

ist). Somit ist jedoch auch f ‘ Xx[p) Konstant.

Analog sei fiir jedes x € X eine stetige surjektive Abbildung
LY — {x} xY

durch 1, (y) = (x,y) gegeben. Dann ist f | x)xy © stetig und konstant. Folglich ist auch f ’ )Y konstant.
Wegen (x,b) € X x {b} N {x} x Y ist f eingeschrankt auf

T, =Xx{blU{x} xY

ebenfalls konstant.
Fiir alle x € X gilt (a,b) € T und
XxY=]JT,
xeX
also folgt, dass f auf ganz X x Y konstant ist. Damit ist gezeigt, dass X x Y zusammenhé&ngend ist.

Wir nehmen an, dass [ [;.; Xi wegzusammenhéngend ist. Seien x und y zwei Punkte in X; fiir ein beliebiges
Element j € 1. Nach Definition von Wegzusammenhang ist | [;.; X; nicht leer. Wéhlen wir ein beliebiges
z € [ [1¢1 Xi, und definieren x’,y" € [ [;¢; Xi sodass x{ = x, y{ =y und x{ = yj = z; fiir alle j # i. Dann gibt
es einen Weg

v:[0,1] — H Xi

iel

von x’ nach y’. Die Verkniipfung p; o y mit der i-ten Projektionsabbildung p; ist ein Weg von x nach y.
Fiir die Umkehrung, seien {(x{)}ic1 und {(yi)}ic1 zwei Punkte in | [;; X;. Da alle Menge X; wegzusammen-
hingend sind, gibt es Wege v;i: [0, 1] — X; von x; zu y;. Die Funktion

y=]]w

iel
ist stetig, weil ihre Verkniipfung mit jeder Projektion stetig ist. Diest ist ein Weg von {(xi)}ic1 nach {(yi)}ier.

Die eine Implikation folgt dhnlich wie in (b). Zeigen wir jetzt die andere Richtung, d.h. dass das Produkt
MierXi zusammenhdngender Raume X; zusammenhdngend ist. Wir verfahren dhnlich wie in (b): sei ei-
ne stetige Funktion f: TTie1X; — {0, 1} gegeben. Es gentigt zu zeigen, dass f konstant ist. Seien beliebige
X,y € MierX; gegeben. Es gentigt zu zeigen, dass f(x) = f(y). Falls sich x und y nur in endlich vielen Koordi-
naten unterscheiden, verfahren wir genau wie in (b)! Ansonsten: f~!(f(x)) ist eine offene Teilmenge in der
Produkttopologie. Da Kastchen (endliche Schnitte von Zylindern) eine Basis der Produkttopologie bilden, gibt
es ein Kdstchen U mit x € U C f~!(f(x)). Nach Definition eines Kdstchnes gibt es eine Teilmenge ] C I mit
endlichem Komplement I\ ], sodass wir fiir einen Punkt in U alle Koordinaten aus ] é&ndern kénnen, und der
so entstehende Punkt immer noch in U liegt. Auf diese Weise konstruieren wir einen Punkt x’ € U, der sich
von y nur in endlich vielen Koordinaten unterscheidet. Nun gilt f(x) = f(x’), da x,x’ € U, und f(x') = f(y)
nach der Argumentation in (b). Es folgt wie gewtinscht f(x) = f(y).

‘Ubunyg 7. Die Cantor-Menge C C R ist wie folgt definiert. Sei

1 2 1
Ci:= [07 1] und Cn:= gcnfl U <3 + 3CT11> :

Nachfolgend sind C; bis C; abgebildet.
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Dann ist die Cantor-Menge definiert durch

(a) Zeigen Sie, dass die Cantor-Menge kompakt ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Cantor-Menge tiberabzahlbar ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Zusammenhangskomponenten von C jeweils nur aus einem Punkt bestehen (d.h. C ist
total unzusammenhingend), aber C keine isolierten Punkte hat. Hier heisst ein Punkt x eines topologischen
Raums isoliert, falls {x} offen ist.

(d) (x%x) Zeigen Sie, dass jeder nicht-leere, total unzusammenhangende, metrisierbare, kompakte topologische
Raum X ohne isolierte Punkte homdomorph zu C ist. Zum Aufwérmen kann man z.B. zeigen, dass C zu
{0, 1} homdomorph ist, wobei {0, 1} die diskrete Topologie trégt.

Lasung fiir Ubung 7:

(@) Nach Definition ist die Cantor-Menge der Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen und somit abgeschlos-
sen. Da die Cantor-Menge beschrénkt ist, ist sie nach dem Satz von Heine-Borel kompakt.

(b) Fiir jede Folge (Xm)men € {0, 1} definieren wir
= 2
x=) Xm oy
m=1

Alle solche x sind verschieden und in allen C,, und somit in C enthalten. Da es {iberabzihlbar viele 0-1-Folgen
gibt, ist die Cantor-Menge C iiberabz&hlbar.

(c) Wir nehmen widerspruchsweise an, dass es eine Zusammenhangskomponente in C gibt, welche mindestens
zwei verschiedene Punkte x und y enthilt. Bezeichne den Abstand dieser zwei Punkte (in der Standardmetrik)
mit § > 0. Die Mengen C,, sind eine disjunkte Vereinigung von (abgeschlossenen) Intervallen der Linge =+
Somit liegen die beiden Punkte x und y fiir n gentigend gross (abhédngig von 0) in unterschiedlichen Intervallen
von Cy. Da C C C,, gilt, kénnen diese zwei Punkte somit nicht in derselben Zusammenhangskomponente

von C liegen, im Widerspruch zur Annahme.

(d) Dies ist ein Satz von Brouwer. Sie konnen einen Beweis online finden. Fiir die Aufwarmiibung zeigen Sie,
dass die Abbildung in der Losung von (b) ein Homdomorphismus ist.

* %k %k



