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Serie 7

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* % X%

uﬁung 1. Seien X, Y topologische Raume. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Sei xo € X beliebig und yo € Y mit
f(xo) = yo. Beweisen Sie die Funktorialitdt der Fundamentalgruppe, also folgende Aussagen.

(@) f.:m(X,x0) = m(Y,yo), o] — [f o 0] definiert einen Gruppenhomomorphismus.
(b) (idX)* = idﬂl(X,xo)-

(c) SeiZ ein topologischer Raum, g: Y — Z stetigund zg € Zmitzy = g(yo) = g(f(xo)). Dann gilt (gof), = g.of,,
wobei f,: 1 (X, %0) = 71 (Y,Yo), g« m1(Y,Yo) = 71(Z,20) und (g o f).: m (X, %x0) = m1(Z, 20).

Losung fiir Ubung 1:

(a) Fur f: X — Y stetig ist zu zeigen, dass
i TEI(XaXO) —>7'[1(X,f(X0)), [G] = [foo-]

ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir zeigen zundchst die Wohldefiniertheit von f,: Falls [0] = [0'] gilt,
so ist 0 ~ ¢’ rel {0, 1} via einer Homotopie h. Damit gilt f o 0 ~ f o ¢’ rel {0, 1} via f o h und insbesondere
[f o 0] = [f o 0’]. Wir zeigen noch, dass f. ein Gruppenhomomorphismus ist: Es gilt

fi([o]lt]) = f.([o1]) = [fo o1] = [(fo 0)(f o T)] = [f 0 0][f 0 7] = f,([0])g.([T]),

wobei wir in der dritten Gleichung f o ot = (f o 0)(f o T) benutzen (was sich leicht mit der Definition der
Verkniipfung von Wegen priifen ldsst).

(b) Es gilt [idx o o] = [o] fiir alle Schleifen o an x,.
(c) Seien f: X = Yund g: Y — Z stetig und xo € X. Wir betrachten die Gruppenhomomorphismen
fir (X, x0) = mi(Y; f(x)) und g..: T (Y, f(x0)) = m1(Z, g(f(x0))),
wie in (a) definiert, und zeigen (g o ), = g, o f,: Es gilt fiir alle Schleifen o an x:

(gof)u(lol) =[(gof)oo]l =I[go(foo)]=g.(lfoo]) = g.(f(lo])).

uﬁung 2. Sei A C X ein Retrakt mit Retraktion p: X — A und bezeichne i: A — X die Inklusion. Seia € A C X.
(a) Zeigen Sie, dass 1.: m (A, a) = 11 (X, a) injektiv ist und p..: 7 (X, a) — 71 (A, a) surjektiv ist.

(b) Sei p nun eine Deformationsretraktion. Nehmen Sie zusétzlich an, dass die Homotopie H: X x [0, 1] — X von
Ho =1iopnach H; =idx relativ A ist (d.h. fiiralle t € [0,1],x € A gilt H¢(x) = x). Zeigen Sie, dass dann i,
und p, zueinder inverse Gruppenisomorphismen sind.

(c) (*) Sei p eine Deformationsretraktion. Zeigen Sie, dass auch ohne die zusétzliche Annahme in (b) folgt, dass i,
und p, zueinder inverse Gruppenisomorphismen sind.

Eine Deformationsretraktion mit der Zusatzannahme aus (b) wird oft ,starke” Deformationsretraktion genannt (z.B. von
Janich). In anderen Quellen (z.B. Hatcher) ist die Zusatzannahme Bestandteil der Definition einer Deformationsretraktion.

Losung fiir Ubung 2:
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(a) Esgilt poi=ida und somit fiir die induzierten Homomorphismen
pxoi, = (poi) = (idA)* = idnl[A,a)-
Also ist i, injektiv und p, surjektiv.

(b) Nach Voraussetzung gibt es eine Homotopie H: X x [0, 1] — X zwischen X — X, x — p(x) und idx, sodass
H(x,t) = x fiir alle x € A, t € [0, 1] gilt. Fiir [y] € 7;(X, a) definiert dann H (y(-), -) auch eine Homotopie
zwischen der Schleife

o: [0,1] = A,
s = H{y(s),0) =ply(s)) €A
und v: [0, 1] — X; diese Homotopie ist wegen y(0) = y(1) = a € A relativ {0, 1}. Wegen p o 0 = o gilt also
Lpy (bv]) = Leps ([0]) = 1. ([0]) = [0] = [y,
also i, 0 px = idy, (x,q) und somit mit Teil (a) die Behauptung.
(c) Es gibt eine Homotopie zwischenio p: X — X und idx: X — X. Es folgt, dass
Loop=(iop): m(X a) = m(X (iop)(a))

ein Isomorphismus ist (nach Proposition 12.2 der Vorlesung). Ausserdem ist p.. o i, die Identitét auf 7, (A, a).
Nun folgt die Ubung aus der folgenden Aussage, die in allen Kategorien gilt (warum?): ist fiir zwei Morphis-
men «, 3 die Verkniipfung o o 3 die Identitdt und die Verkniipfung 3 o o ein Isomorphismus, dann ist 3 o o
auch die Identitét.

ﬁﬁung 3.

(a) Seien Xund Y topologische Riume und x¢ € X, yo € Y. Finden Sie einen (kanonischen) Gruppenisomorphismus
zwischen 711 (X x Y, (xg,Yo)) und 711 (X, xg) x 71 (Y, yo).

(b) Sei X = S' x--- x S! fireinn € Nund xq € X beliebig. Bestimmen Sie den Isomorphietyp von 7t; (X, o).

n
Hinweis: Sie diirfen hier benutzen, dass fiir n = 1, 71 (X, x¢) isomorph zu Z ist. Diese Aussage wird in der Vorlesung
noch gezeigt.

Losung fiir Ubung 3:

(a) Wir zeigen, dass die Abbildung

d: 7 (X XY, (x0,Y0)) = m(X,x0) x (Y, yo), [v]— ([mx o], [ty ov])

ein Gruppenisomorphismus ist, wobei mx und 7ty die Projektionsabbildungen auf X beziehungsweise Y
bezeichnen.

Offenbar ist ¢ wohldefiniert, denn wenn [y] = [y’] gilt, so gibt es eine Homotopie H rel {0, 1} von y nach y’.
Da die Projektionsabbildungen stetig sind, sind auch mx o H und 7ty o H Homotopien rel {0, 1} von 7tx oy nach
mix o Y’ beziehungsweise von 7y oy nach 7y o y’. Folglich ist ([rtx o v], [ty 0 y]) = ([mx o ¥'], [ty 0 ¥']).

¢ ist ein Gruppenhomomorphismus, da

& (VIly'D) = & (lyy']) = ([mx o (vy")], [my o (vy")])
([(7tx 0 y) (mx o ¥")], {7ty 0 y) (7ty 0 y")])
mix o Yllmx o y'], [ty o yllmy o y'])

T 0 Y], WYOY])([NXOYI],[TFYOYI])
(Do (D).

= (I
(f
¢
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Weiter ist ¢ surjektiv. Denn ist ([yol, [y1]) € 71 (X, x0) x 1 (Y, yo), so ist
Y(t) = (vo(t),v1(t))

eine Schleife in X x Y mit y(0) =y(1) = (x0,yo) und ¢([yl) = (Iyol, [y1l)-

Es bleibt die Injektivitat zu zeigen.

Seien dazu [y], [y'] € m (X x Y, (xo,yo)). Wir schreiben y(t) = (yo(t),v1(t)) und v'(t) = (v{(t),v1(t)). Dann
ist ¢([y]) = ([yol, byal) und ¢ ([y']) = ([vgl, by1]). Sei nun ¢([y]) = $([y’]). Dann gibt es Homotopien ho,¢, hi ¢
rel {0, 1}, wobei hg ¢ eine Homotopie rel {0, 1} in X von vy, nach v} und h;  eine Homotopie rel {0,1} in Y
von y1 nach vy} ist. Somit ist jedoch Hy(s) == (ho,¢(s), h1,¢(s)) eine Homotpie rel {0, 1} von y nach y’, womit
[yl = [y] gilt.

(b) Aus iterativer Anwendung von Teilaufgabe (a) folgt 71 (X, xo) = Z™.

ﬂﬁung 4. Sei € die Kategorie mit Objekten den Euklidischen Rdumen R™ fiir n € Nund Morphismen Hom(R™, R™)
den glatten Abbildungen von R™ nach R™, die den Ursprung auf den Ursprung senden, mit der iiblichen Verkniip-
fung von Funktionen. Zeigen Sie, dass die Zuordnung 7, die jedem R™ sich selbst und jedem f € Hom(R™,R™)

das Differential Df(0) von f im Ursprung zuordnet, einen kovarianten Funktor von € nach € definiert.

Losung fiir Ubung 4: Sei f € Hom(R™,R™). Da die Abbildung Df(0): R — R™ linear ist, ist sie auch eine
glatte Abbildung. Es folgt, dass F(f) € Hom(R™,R™). Das heisst, dass f wohldefiniert ist. Zeigen wir, dass F
ein kovarianter Funktor ist. Wir miissen lediglich priifen, dass fiir alle f € Hom(R™,R™), g € Hom(R™,R")
F(gof) =F(g) o F(g) gilt. Aber

F(gof)=D(gof)(0)
= Dg(f(0)) o Df(0)
= Dg(0) o Df(0)
= F(g) o F(f).

Die zweite Gleichung ist die Kettenregel, und die dritte Gleichung kommt von f(0) = 0.
ﬂﬁung 5. Sei U gegeben durch folgendes Tripel von Daten:
* Ob(U) ist die Klasse der kleinen Kategorien, d.h.

Ob(U) ={€ | C ist eine Kategorie, fiir welche Ob(C) eine Menge ist},

* Hom(C, D) ist die Menge der kovarianten Funktoren von € nach D,
* Hom(€, D) x Hom(D, £) — Hom(C, &) ist durch Nacheinanderausfiithren von Funktoren gegeben.

Zeigen Sie, dass U eine Kategorie bildet.

Losung fiir Ubung 5: Sei Ide der Identitdtsfunktor fiir alle Objekte € von Ob(U). Dieser ist der Identititsmorphis-
mus le, denn fir alle F € Hom(€, D) und ¥’ € Hom(D, €), haben wir

Ideoffrlzgjl, EFoIde:f}”,

Um eine Kategorie zu haben, sollen wir zeigen, dass wir fiir alle (H,3,F) € Hom(€,D) x Hom(D, €) x
Hom(€, B)
FoGeHom(B,D), Fo(GoH)=(FoG)oKH

haben.
Seien B,B’,B” € Ob(B), f € Hom(B,B’) und f' € Hom(B’,B”). Wir haben die Komposition ¥ o §(B) =
F(S(B)) € Ob(€) und
F o G(f) = F(S(f)) € Hom(F(S(B)), F(S(B"))).
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Am Ende haben wir
F(S(f) o F(S(f)) = F(S(f") 0 §(f)) = F(S(f o f')) € Hom(B,B").

Das heisst, dass F o G ein Funktor ist. Schliesslich muss man noch F o (§ o H) = (F o §) o H priifen, was aber direkt
folgt.

‘Ubung 6.(x+) Finden Sie eine stetige Surjektion S! — $2. Konnen Sie fiir alle m,n € N eine stetige Surjektion
S™ — S™ finden?

Losung fiir Ubung 6: Wenn m > n ist es nicht schwer, Beispiele zu finden. Wenn m < n konnen Sie nach , space-
filling curves “ suchen. Es gibt eine surjektive stetige Abbildung

f1:[0,1] — [0, 1]%

(Nebenbemerkung: so ein f; ist niemals injektiv; denn dann wire f; als stetige bijektive Abbildung von einem
kompakten Raum in einen Hausdorffraum ein Homéomorphismus, und wir wissen, dass [0, 1] und [0, 1]2 nicht
homoomorph sind). Dann haben wir stetige surjektive Abbildungen f,, = f; x Id: [0, 1] x [0, 11 = [0,1)% x
0,11 =[0,1]"*"L. Es folgt, dass es Abbildungen fmy, n: [0,1]™ — [0, 1]™ gibt, die surjektiv und stetig sind. Da

01 g0, =™

konnen wir nun surjektive stetige Abbildungen von S™ zu S™ konstruieren.



