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Serie 11

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

* % X%

uﬁung 1. Welche der Funktionenrdume von Serie 10, Aufgabe 4 sind metrisierbar? In welcher dieser Funktionen-
rdume ist die Menge der stetigen Funktionen abgeschlossen?

Losung fiir Ubung 1: Die diskrete Topologie ist immer metrisierbar, da d(f,g) = 1;_4 eine Metrik ist, die die
diskrete Topologie erzeugt. Fiir alle a < b definieren wir ||f||{q,5] = Supyc(q b [f(X)|. Dann kann man sehen, dass die
Metriken

min (||f— g1, 1)
n ’

ds2(f, g) = min (||f— 9|l (—00,-+00)> 1) , ds(f,g) = Z
neN

fiir eine Folge Iy C I} C ... von Intervall mit JI, = R die Topologie der gleichmassigen Konvergenz und der
kompakten Konvergenz erzeugen.

Wir zeigen jetzt, dass die Produkttopologie nicht erstabzahlbar ist. Dann folgt, dass keine Metrik existieren kann,
die die Produkttopologie erzeugt. Eine Subbasis ist gegeben durch die Mengen

Degi={fiR=>RI[f(x) —gx)<eVvx eI}

furallee >0, g: R = Rund I C R endlich. Angenommen, die offenen Umgebungen D 4, 1, mitn € Nbilden
eine Umgebungsbasis der Nullfunktion f. Sei x € R\({JI,). Die offene Menge D; ¢ () ist nicht in D¢, g1, fiir
irgendein n enthalten. Das bedeutet, dass die Menge aller Umgebungen D, 4 1, kein Umngebungsbasis ist. Also ist
die Topologie der punktweisen Konvergenz nicht metrisierbar.

Die indiskrete Topologie ist nicht Hausdorff, und damit nicht metrisierbar.

Sei die Folge
x™ wennx € [0,1]
fa(x) = 0 wenn x < 0
1 wennx > 1.

Fiir alle n ist f,, stetig. Aber f,, konvergiert fiir die punktweise Konvergenz gegen die Funktion

f(x) = 0 wennxé€ (—oo,1)
"1 1 wennx e [l,+00)],

die nicht stetig ist. Eine abgeschlossene Menge ist auch folgenabgeschlossen.Es folgt, dass die Menge aller stetige
Funktionen nicht abgeschlossen fiir die punktweise Konvergenz ist.

Man zeigt jetzt, dass wenn eine Folge f;, von stetigen Funktionen gegen f € X fiir die Topologie der kompakten
Konvergenz konvergiert, dann ist f auch stetig. Da die Topologie der kompakten Konvergenz metrisierbar ist,
impliziert dies, dass die Menge aller stetigen Funktionen abgeschlossen ist. Wir zeigen nun, dass f folgenstetig ist.
Sei (Xm)m € RY eine Folge, die gegen x € R konvergiert. Sei I = [a, b] ein Intervall mit x € (a,b). Dass die Folge f,,
gegen f konvergiert heisst, dass die Folge ||, — f||1 gegen 0 konvergiert. Man nimmt 0.B.d.A. auch an, dass x,, € I
fur all m. Wir haben

[f0em) = FO) < [F(xm) = fr(xm)| + [ (xm) — Fn ()] + [fn (x) — F(x]]

und fiir n, m — oo geht die rechte Seite gegen 0. Das heisst, dass die Folge (f(xm))m gegen f(x) konvergiert. Also
ist f auch stetig und die Menge aller stetigen Funktionen abgeschlossene fiir die kompakten Konvergenz.

Die Topologie der gleichmissigen Konvergenz ist feiner als die Topologie der kompakten Konvergenz, also gilt,
dass die Menge aller stetigen Funktionen abgeschlossen ist.

‘Zjﬁung 2.
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(a) Ein topologischer Raum X heisst separabel, falls X eine abzdhlbare dichte Teilmenge enthilt (d.h. es existiert
eine abzdhlbare Teilmenge A C X mit A = X). Zeigen Sie, dass jeder topologische Raum, der das zweite
Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt, separabel ist.

(b) Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie: ist X metrisierbar und separabel, so ist X zweitabzéhlbar.

Losung fiir Ubung 2:

(a) Sei X ein topologischer Raum, der das das zweite Abz&dhlbarkeitsaxiom erfiillt. Dann gibt es eine abzdhlbare
Basis B = {Bi}iec1 von X fiir eine abzdhlbare Menge I. Fiir alle i € I wahlen wir ein x; € B; und definieren A =
Uier{xi}. Die Menge A ist nach Konstruktion abzahlbar und wir behaupten, dass A = X gilt. Angenommen,
es gibt ein x € X \ A. Weil A abgeschlossen ist, ist X \ A offen. Also gibt es eine offene Menge U in X mit
x € U C X\ A. Weil B eine Basis von X ist, gibtesnun eini € I mit x € By C U. Fiir das zu Beginn ausgewahlte
Element x; € B; gilt nun aber x; € A C A, also x; € A, im Widerspruch zu x; € B; C U C X\ A. Also gilt

A = X wie behauptet.

(b) Sei (xn)n eine dichte Folge in X und d eine Metrik aus X, die die Topologie tiber X erzeugt. Wir wollen zeigen,
dass die Menge {B4(xn,2™ ™) | (n, m) € N?} eine Basis fiir die Topologie ist. Namlich sei U eine offene Menge.
Da die Folge (xn,) dicht ist, kann man eine x, € U finden. Dann gibt es m € N mit B4(xn,2™™) C UW. Es folgt,
dass X zweitabzihlbar ist.
‘Ubung 3.

(a) Zeigen Sie, dass R mit der kofiniten Topologie nicht das erste Abzadhlbarkeitsaxiom erfiillt.

(b) Zeigen Sie auch, dass R mit der koabz&dhlbaren Topologie nicht erstabzdhlbar ist. Hier ist eine Menge U C R
offen beztiglich der koabzdhlbaren Topologie, falls U leer ist oder hichstens abzdhlbares Komplement hat.

(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung von R mit koabzahlbarer Topologie nach R mit natiirlicher Topologie, die x
auf x schickt, folgenstetig ist, aber nicht stetig.

Losung fiir Ubung 3:

(a) Wir wiahlen einen Punkt aus R, sagen wir 0, und nehmen an, dass es eine abzéhlbare Umgebungsbasis {Uy }xen
von 0 gibt. Wir konnen annehmen, dass Uy fiir alle k € N von der Form R \ F fiir eine endliche Menge
Fr C Rist. Dannist F := [ J{_; Fx eine abzihlbare Vereinigung von endlichen Mengen, also abzihlbar. Da R
nicht abzahlbar ist, gibt es einen Punkt x € R (in der Tat tiberabzédhlbar viele), der nicht in F enthalten ist.
Somit ist U = R\ {x} eine offene Menge, die wegen x € Uy fiir alle k € N keine der Mengen Uy enthélt. Nun
widerspricht dies wegen 0 € U aber der Tatsache, dass {Uy Jxecn eine Umgebungsbasis von 0 ist.

(b) Der gleiche Beweis wie in (a) funktioniert, da auch eine abzdhlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen wieder
abzéhlbar ist.

(c) Um zu zeigen, dass die Abbildung, die x auf x schickt, von R mit der koabz&dhlbaren Topologie nach R mit
der natiirlicher Topologie folgenstetig ist, miissen wir zeigen: Konvergiert eine Folge (xn)n € RY gegen
x € R in der koabzdhlbaren Topologie, so konvergiert (x,, )n auch fiir die natiirliche Topologie konvergiert
gegen x. Nun ist U = (R\ U{xn}) U {x} eine offene Menge in der koabzdhlbaren Topologie. Wenn x,, gegen x
konvergiert, haben wir dann dass fiir alle gentigend grossenn € N, x, € U. Es folgt, dass x, konstant gleich
x ist, fiir n gross genug. Also konvergiert (x, ), auch fiir die natiirliche Topologie gegen x.

Diese Abbildung ist aber nicht stetig, weil z.B. (0, 1) offen fiir die nattirliche Topologie, aber nicht fiir die
koabzahlbare Topologie ist.

uﬁung 4.(*) Sei X eine zusammenhdngende kompakte eindimensionale Mannigfaltigkeit. Wie folgt beweise man,
dass X hom@omorph zu S* ist:

(a) Zeigen Sie, dass es eine endliche Uberdeckung X = U; U...U Uy durch offene Mengen U; C X mit
Homoomorphismen ¢;: U; — R gibt.
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Man nehme im folgenden an, dass n minimal ist. Man zeige, dass n > 2.
Zeigen Sie, dasseinj € {2,... ,n}mit U; NU; # @, U; \ Uj # @ und U; \ U, # & existiert.

Sei 0.B.d.A.j = 2. Sei Z eine Zusammenhangskomponente von U; N U,. Zeigen Sie, dass ¢1(Z) entweder
gleich (—oo, a) oder gleich (b, o) ist, fiir a,b € R. Folgern Sie, dass ¢1(U; N Us) entweder gleich (—oo, a)
(Fall 1), oder gleich (b, co) (Fall 2), oder gleich (—oo, a) U (b, co) (Fall 3) ist, fiir a,b € R, a < b.

In den ersten beiden Félle aus (d) ist U; U U, ebenfalls zu R homéomorph, was gegen die Minimalitdt von n
verstosst.

Im dritten Fall aus (d) ist U; U Uy zu S' homdomorph.
Da S! kompakt ist, ist U; U Uy C X abgeschlossen; es folgt n = 2 und damit X = St

Losung fiir Ubung 4:

(a)

(b)

(©)

()

Fiir alle x € X gibt es eine offene Umgebung U, von x mit einem Homdomorphismus ¢, : U, — R. Dann
X = Uyxex Ux- Da X ist kompakt, konnen wir eine endliche Teiliiberdeckung X = U; U ... U U,, finden.

Wiare n gleich 1 ist, hdtten wir, dass U; = X und X zu R homoomorph ist. Aber R ist nicht kompakt. Das ist
ein Widerspruch. Es folgt, dass n > 2.

Wire Uy N U, leer fir allej € {1,2,...,n}, so wére

Uuwu e ((—n,mn)

j=2 neN

eine Uberdeckung von X, die keine endliche Teiliiberdeckung hat. Das widerspricht der Tatsache, dass X
kompakjc ist. Also gibtesj € {2,...,n} mit U; NU; # 0. Wére U, \Uj die leere Menge, konnten wir UoU. ..Ul
als die Uberdeckung von X nehmen. Dies wire ein Widerspruch zur Minimalitdt von n. Aus dem gleichen
Grund gilt es, dass die Menge U;\U; auch nicht leer ist.

Zuerst bemerken wir, dass U; N U, und Z offene Mengen sind. Da Z zusammenhédngend ist, folgt, dass
@1(Z) ein Intervall ist. Es folgt, dass ¢1(Z) = (a,b). Da U; ¢ Uy, ist es nicht moglich, dass (a,b) = (—oo, c0).
Als néichstes wollen wir zeigen, dass entweder a = —oo oder b = oo gilt. Wir nehmen also an, dass a und
b beide nicht +oo sind, und leiten einen Widerspruch her. Es gilt ©2(Z) = (c,d). Nun ist @3 o @] ein
Homoomorphismus (a,b) — (c, d). Ein solcher Homéomorphismus muss eine streng monoton fallende,
oder eine streng monoton wachsende Funktion sein. Sei (xn)n € Z" eine Folge, sodass (¢1(xn))n gegen a
konvergiert. Es folgt, dass x, gegen ¢, *(a) konvergiert. Dann konvergiert (¢2(xn))n gegen c oder gegen
d (wobei ¢ = —oo bzw. d = +o00) moglich ist. Betrachte den Fall, dass es gegen c konvergiert (der andere
Fall verlduft analog). Falls ¢ # —oo, so folgt, dass x, gegen ¢, '(c) konvergiert. Aber nach Konstruktion
ist @, '(a) # @5 '(c). Dies steht im Widerspruch dazu, dass X Hausdorff ist (da dies die Eindeutigkeit von
Grenzwerten impliziert). Also folgt ¢ = —oo oder d = +o00. Analog (durch Vertauschen der Rollen) folgt
a = —oo oder b = +o0.

Fiir eine weitere Zusammenhangskomponenten Z’ C U; N U, gilt das gleiche. Man sieht, dass es keine dritte
Zusammenhangskomponente geben kann. Es folgt, dass genau die drei in (d) genannten Fille auftreten
koénnen.

Betrachten wir den Fall ¢ (U; NUs) = (—oo,b) und @o(U; NUs) = (¢, 00). Die anderen Fille lassen sich
dhnlich 16sen. Seien 1 : (—o0, 00) — (1, 00) und YPo: (—o0, c] = (—o0, 1] zwei streng monoton wachsende
Homoomorphismen. Wir bauen einen Homéomorphismus

II)IU1UU2—>R

XH{ Pi(p1(x)) wennx e Uy,
Pa(@2(x)) wennx € Uy \ Uy.

Die Abbildung 1 ist stetig dank des Verklebungslemmas.
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(f) Seien Vi = {(x,y) € S € R?,x > —1/2} und V> = {(x,y) € $' C R? x < 1/2} zwei offenen Mengen. Mit
Homoomorphismen U; = V; und U, = V, wie in (e) konnen wir einen Homoomorphismus zwischen U; U U,
und V; U Vs, = S! bauen.

(g) Es folgt, dass U; U Us eine Zusammenhangskomponente von X ist. Das heisst, dass X = U; U Uy = S

‘Zlﬁung 5. Unter welchen Konstruktionen (wie z.B. Unterrdume, feinere Topologie, abzdhlbare Produkte, ...)
bleiben Erst- und Zweitabzadhlbarkeit jeweils erhalten?

Losung fiir Ubung 5:

Lemma 1. Sei X ein topologischer Raum und Y C X ein Unterraum von X. Wenn X erst- bzw. zweitabzihlbar ist, ist Y auch
erst- bzw. zweitabzihlbar.

Beweis. Fiir x € Y C X gibt es eine Umgebungsbasis U,, > x fiir x in X. Dann ist U, NY eine Umgebungsbasis fiir
x in Y. Dies heisst, dass sich Erstabzihlbarkeit an Unterraume vererbt. Fiir Zweitabzihlbarkeit funktioniert der
Beweis dhnlich. O

Auf einer beliebigen Menge X sind sowohl die diskrete als auch die indiskrete Topologie erstabzahlbar. Also
bleibt Erstabzidhlbarkeit im Allgemeinen nicht darunter erhalten, dass man eine feinere oder grobere Topologie
betrachtet.

Auch Zweitabzahlbarkeit vererbt sich i.A. weder an feinere noch an grobere Topologien — finden Sie hierfiir
Beispiele?

Lemma 2. Seien (Xy)nen topologischen Riume, die erst- bzw. zweitabzihlbar sind. Dann ist das Produkt | [, Xy, auch erst-
bzw. zweitabzihlbar.

Beweis. Wir zeigen das Lemma fiir die Zweitabzadhlbarkeit. Sei (U');cn ein Basis fiir die Topologie von X,. Sei
f = (f1,f2): N = N2 eine bijektive Funktion. Aus der Definition der Produkttopologie sehen wir, dass

(RXRX-”XUEEE;XRX-”)
n

eine Subbasis fir [ [,, Xy, ist. Es existiert also eine abzidhlbare Subbasis. Aus ihr erhilt man (indem man beliebige
Schnitte endlich vieler Mengen in der Subbasis nimmt) eine abzéhlbare Basis. O

Eine iiberabzdhlbare Produkt von zweitabzdhlbaren topologischen Rdaume ist in der Regel nicht zweitabzahlbar.
Zum Beispiel ist das Produkt von |[R| Kopien von R nicht zweitabzghlbar und nicht erstabzahlbar, siehe Ubung 1.



