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Serie 13

Die Ubungen haben 0, 1, 2 oder 3 Sterne. Ohne Sterne heisst, dass die Ubung fast eine Anwendung des Kurses ist. Wenn es 1,
2 oder 3 Sterne gibt, bedeutet es, dass die Ubung schwieriger oder wirklich schwierig ist. Wenn ein Ubung 1, 2 oder 3 Sterne
hat, gibt es fast immer einen Hinweis auf den Ubungsblatt. Versuchen Sie die Ubungen am besten zuerst ohne Hinweise!

%k Xk 3k

‘Ubung 1. Seip: Y — X eine Uberlagerung. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Abbildung p ist ein lokaler Homéomorphismus (d.h. jeder Punkt in Y hat eine offene Umgebung V sodass
p(V) C X offen und ply ein Homdomorphismus aufs Bild ist).

(b) Falls p~*(x) fiir alle x € X einelementig ist, dann ist p ein Homdomorphismus.

Losung fiir Ubung 1: Wir zeigen zunéchst (a). Zu zeigen ist, dass fiir jeden Punkt y € Y eine offene Umgebung V
von Yy existiert, sodass p(V) C X offen und plv: V — p(V) ein Homéomorphismus ist. Seiy € Y und x = p(y).

Es existiert eine gleichmaéssig tiberlagerte offene Umgebung U von x mit Blattern Uj fiir j € ] und einer
Indexmenge J. Wegen y € p~'(U) = [J;;U; gibt es genau ein j € J mity € Uj. Nach Definition ist pﬁj =
ply; : U; — U ein Homdomorphismus, d.h. wir kénnen V = U; setzen.

Teil (b) folgt direkt aus Teil (a), denn ein bijektiver lokaler Homdomorphismus ist auch ein (globaler) Homoo-
morphismus.

‘Zlﬁung 2. Seip: Y — Xeine Uberlagerung, A C X eine Teilmenge mit der Unterraumtopologie und B := p~*(A).
Zeigen Sie, dass die Einschrankung plg: B — A eine Uberlagerung ist.

Losung fiir Ubung 2:  Fix any point x € A. Since p: Y — X is a covering map, there exists an evenly covered
(="gleichmissig iiberlagert”) open neighborhood U of x in X. Namely p~*(U) = (J;¢; Vi, where V; are disjoint open
sets and plv,: Vi — U is a homeomorphism for all i € L.

We claim that U” := UNA is an evenly covered open neighborhood of x in A with respect to the map plg: B — A.
First observe that (plg) ™ (U*) =p~! (U*) = Uier VI, where V* := V; N B are pairwise disjoint open subsets of B.
Moreover plya: V{* — p(V{*) = UA maps homeomorphically V{* into U*, since it is the restriction to V{* of the
homeomorphism plv, : Vi — U. This concludes the proof by arbitrariness of x € A.

‘Ubung 3.
(a) Sein € N. Zeigen Sie, dass pn: C* — C*, z + z", eine Uberlagerung ist.

(b) (x) Sei P € C[X] ein Polynom, das nicht konstant ist. Zeigen Sie, dass man Punkte z,z,,...,z, € C finden
kann, so dass die Abbildung

P: C\Pil({zlaZZa" '7ZTL}) — C\{Z17Z27"'7ZT1}

eine Uberlagerung ist.

Losung fiir Ubung 3:

(a) Die n-ten Einheitswurzeln, also die Losungen von z™ = 1, sind &y = e2mik/M — cos(27tk/n) + isin(27k/n) fiir
k =1,...,n. Wir schreiben w € C* als w = re'® fiirr > 0 und 6 € [0, 27r). Dann gilt

p;l(w) _ {r1/neie/n£h o 7T1/neie/nan} '

Die Fasern von p,, sind also endlich (mit Kardinalitét n), insbesondere diskret. Weiter ist klar, dass p,, stetig
und surjektiv ist. Es bleibt zu zeigen, dass p, die Uberlagerungsbedingung erfiillt.

Sei nun w = rpe'® € C*. Dann ist die Menge U :== {re*® | r > 0, |8 — 8| < 71/2} C C* eine offene Umgebung
von w. Gemiss obiger Uberlegung erhalten wir p,;!(U) = (Ji_; Vi, wobei

Vi = {rl/“eie/“ék | 16 —6g] < 71/2} .
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Wir bemerken zunéchst, dass Vi NV}, = 0 fiir alle k # h gilt: Angenommen, 11/™e?0/ng, = y1/mei®/ng, fizr
0,0’ € (8p — /2,00 + 7/2) und k # h, dann gilt
0 2nk 0’ 2mh

n n n

< 0-0'=2n(h—%k) (mod 27mn).

(mod 27)

Es giltjedoch [0 — 8’| < 7t < 2m|h — k| < 27n, was der letzten Gleichheit modulo 2nn widerspricht. Also sind
{ViJk=1,....n paarweise disjunkt. Weiterhin ist es einfach zu sehen, dass pn|v, : Vi — U eine stetige Bijektion
ist fiiralle k = 1,...,n. Ausserdem ist (pnly, )~ ': U — Vi gegeben durch

(Pnlv ) (%) = €™/ gy

fiir alle e'® € U, also fiir |0 — 0| < 71/2. Also ist (pnlv, ) ! ebenfalls stetig und pnlv, : Vk — U somit ein
Homoomorphismus fiir alle k = 1,...,n. Die Mengen Vy sind die Bldtter von p,, iiber der gleichmdssig
tiberlagerten Menge U.

(b) Wir zeigen das folgende Lemma.

Lemma 1. Sei P € C[X] ein Polynom und x € C mit P'(x) = ¢ # 0. Dann existiert eine Umgebung von x, sodass Plu
ein Homdomorphismus zwischen U und P(U) ist.

Beweis. Bei x haben wir P(z) = f(x) + ¢(z — x) + o((z — x)?). Wenn r klein genug ist, ist le bijektiv und

stetig. Der Definitionsbereich von Plgr =y ist Hausdorff und B(x, ) ist kompakt. Mit Satz 5 in der Vorlesung 4
haben wir, dass P ein Homoomorphismus ist. O

Bemerkung 1. Man kann auch den Umkehrsatz (inverse function theorem) benutzen.

SeiS = (P’)~1({0}). Da P’ ein Polynom ist und P’ nicht null ist, ist S eine endliche Menge. Sei nun{z1, ..., zn} =
P(S). Wir zeigen jetzt, dass

P: C\P'({z1,22,...,2z0}) = C\{z1,22,...,2n}

eine Uberlagerung ist. Sei x € C\ {z1,22,...,zn}, dann gilt fiir alle y € P! ({x}), dass P’(y) nicht gleich 0 ist.
Seien y1, Y2, . .., Ym die Elemente aus P! ({x}). Mit dem Lemma finden wir Uy, ..., U, disjunkte (falls nicht
disjunkt, nehme kleine Umgebungen) Umgebungen von yi,ys, . .., Yym, sodass Ply, ein Homéomorphismus
ist. Sei U := () P(U;). Dann ist U gleichmassig iberlagert. Die Ubung folgt.

uﬁung 4.(x) Seien X, Y, Z topologische Riume und seien p: X — Y und q: Y — Z Uberlagerungen. Weiter sei
q~!(z) fiir alle z € Z eine endliche Menge. Zeigen Sie, dass q o p: X — Z eine Uberlagerung ist.

Losung fiir Ubung 4: Letz € Z, letys,. .., yn be the preimages of z with respect to the map q (by assumption they
are in finite number), and let U be an evenly covered neighborhood of z (with respect to the cover q: Y — Z). For all
i=1,...,n,let U; be an evenly covered open neighborhood of y; (with respect to the cover p: X — Y) and define
V; = U; N g~ (U). Note that for every i = 1,...,n we have that:

* V; is an open neighborhood of y;;
* qlv, is a homeomorphism between V; and q(Vi);
* V; is an evenly covered neighborhood for p: X — Y.

Now, we can define W C Z as

Since n is finite, W is an open subset of Z. Moreover, since W is contained in an evenly covered neighborhood of
z (with respect to q: Y — Z), we have that W is an evenly covered neighborhood of z as well. On the other hand,
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since ¢~ 1(W) C Ui, Vi, we have that g~ 1 (W) = [J;_; Wi, where W; is contained in V; foralli =1,...,n, thus
W; are disjoint evenly covered neighborhoods of y; (with respect to p).

We claim that W is an evenly covered open neighborhood of z with respect to q o p. Note that we have
(qop) ' (W) = UiL, p ' (W;), where p~1(W;) are pairwise disjoint (since W; are pairwise disjoint). Moreover,
since every W; is an evenly covered neighborhood for the covering map p, we have that p~!(Wi) = Ujy, Tij,
where T)-i C X are disjoint subsets and pITij : Tij — W; is a homeomorphism. As a result we have that (q o p) ‘Tij =

qlw, oplys: Tij — W is a homeomorphism, because it is the composition of two homeomorphism. Thus, W is an
evenly covered neighborhood of z € Z with respect to q o p. Since z € Z was arbitrary, this concludes the proof.

An example of a composition of two covering maps (without the assumption that q is a finite covering) that is
not a covering map can be found in Hatcher, exercise 1.3.6 (p. 79).

‘Ubung 5. Sei f: S' — S,

f(z) = 2

z?>  wenn Im(z) >0
z° wenn Im(z) <0.

Zeigen Sie: die Abbildung f ist stetig, fiir alle z € S* hat f~*(z) zwei Elemente, und jedes z € S' hat eine offene
Umgebung U sodass f~!(U) homdomorph zu U + U ist; aber f ist keine Uberlagerung.

Losung fiir Ubung 5: Fiir eine einfachere Schreibweise identifizieren wir S' mit X = [0, 2] /{0, 27} (via t — elt),
d.h. das Intervall [0, 271], dessen Endpunkte wir zu einem Punkt zusammenschlagen (dem Punkt 1 € S1). Dann ist
f: X = X gegeben durch

f(0) = 20 wenn 6 € [0, ]
| 4m—20 wenn 0 € [, 27]

Dies ist wohldefiniert und nach dem Verklebungslemma stetig.

Die Teilmenge U = (0, 27t) C X ist gleichmaéssig tiberlagert, denn f~!(U) = (0, 7) U (7, 271), und eingeschrénkt
auf (0, ) bzw. (7, 2n) ist f ein Homdomorphismus nach U. Insbesondere haben alle 6 € X ausser 0 = 27 genau
zwei Urbilder. Aber auch dieser Punkt hat zwei Urbilder, denn f~1(0) = {0, 7).

Im iibrigen hat 0 eine Umgebung U sodass f~!(U) = U + U. Sei 0 < ¢ < 7. Dann kénnen wir U = (27t — ¢, 271 U
[0, ¢) C X verwenden. Beachte, dass U einfach zum offenen Einheitsintervall homéomorph ist, da 2t = 0 € X. Nun
ist f~!(U) die disjunkte Vereinigung der Mengen (7t — ¢/2, 71+ ¢/2) und (2t — /2,27 U [0, ¢/2), die beide jeweils
zu U homdomorph sind.

Was aber schiefgeht, ist: die Einschrankung von f auf (m — ¢/2, 7 + €/2) ist kein Homéomorphismus nach L.
Denn f|(;—¢ /2,7+¢2) hat als Bild nur (27t — ¢, 271] # U, und ist auch nicht injektiv. Das gleiche Problem tritt bei der
Einschrankung von f auf (27t — ¢/2, 2n] U [0, €/2) auf.

Da U zusammenhéngend ist, und f~! (U) zwei Zusammenhangskomponenten hat, gibt es auch keine andere
Zerlegung von f~!(U) in zwei Blétter. Also ist U nicht gleichméssig tiberlagert. Ausserdem gibt es auch keine
andere gleichmissig iiberlagerte Umgebung U’ von 0; denn jede offene Umgebung U’ von 0 enthilt ein U wie oben,
und wire U’ gleichmassig tiberlagert, so auch U C U’. Es folgt, dass f keine Uberlagerung ist.

Uﬁung 6. Satz 17.6 aus der Vorlesung besagt: operiert eine Gruppe G frei und eigentlich diskontinuierlich auf
einem Raum Y (d.h. jedes y € Y hat eine offene Umgebung U sodass fiir alle g € G gilt UN gU = @), und ist Y
einfach zusammenhingend, so folgt 1, (Y/G, x) = G. Benutzen Sie diesen Satz, um die Fundamentalgruppen der
folgenden Rdume zu bestimmen:

(a) RP?,
(b) T2 =S! x St,
(c) (x) die Kleinsche Flasche.

Lasung fiir Ubung 6:

(@) Man kann den Raum RP? als S 2/Z /2 schreiben, wobei 1 € Z/2 als die antipodale Abbildung x — —x operiert.

Da $? einfach zusammenhéngend ist, haben wir 7t; (RP?,xo) = Z/2.
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(b) Die Gruppe Z? operiert durch Verschiebungen auf R?. Dann ist T? = R /72. Da R? einfach zusammenhangend
ist, haben wir m; (T2, %) = Z2.

(c) Sei KF die Kleinsche Flasche. Seien zwei Abbildungen
T R? 5 R% (x,y) — (x+ 1,y) und 0: R? - R? (x,y) — (1 —x,y + 1)

und G C Aff,(R) die Untergruppe der affinen invertierbaren Abbildungen auf R?, die von ¢ und T erzeugt ist.
Die Abbildung o heisst Schubspiegelung oder Gleitspiegelung (sie ist die Verkniipfung einer Spiegelung und
einer Verschiebung entlang der gleichen Achse). Die Kleinsche Flasche kann man als

[0,1] x [0,1]/ ~, (0,y) ~ (1,y), (x,0) ~ (1 = x, 1)

2
schreiben. Da t(0,y) = (1,y) und o(x,0) = (1 — x,1), sehen wir, dass IR/G = KF. Das heisst, dass
1 (KF, xg) = G.

Bemerkung: Wir haben cotoo ! =

! und man kann zeigen, dass G = (a,b | aba™'b).

Uﬁung 7. Ahnlich wie in Serie 9, Ubung 5 betrachten wir Graphen — diesmal allerdings auch unendliche. Seien
V, E diskrete Rdume, und a,b: E — V Funktionen. Dann heisst der topologische Raum X = (V + (E x [0,1]))/ ~ mit
~ erzeugt von (e, 0) ~ a(e) und (e, 1) ~ b(e) ein Graph. Die Punkte v € V C X heissen Ecken, und die Unterrdume
e x [0,1]/ ~ C X fiir e € E Kanten. Zeigen Sie, dass ein Uberlagerungsraum eines Graphen wieder ein Graph ist.

PROAVAVAS

Beispiel eines unendlichen Graphen

Losung fiir Ubung 7: Seip: Y — X eine Uberlagerung und X ein Graph wie in der Ubung. Wir konstruieren im
folgenden E’, V/, a’, b’ fiir Y, um zu zeigen, dass Y ein Graph ist. Sei V/ = p~!(V). Man priift (unter Verwendung,
dass p eine Uberlagerung ist), dass V/ C Y diskret ist.

Eine Kante {e} x [0, 1]/ ~ C X von X ist das Bild eines Wegs o: [0, 1] — X mit 0(0) = a(e) und o(1) = b(e). Fiir
alle Hochhebungen ¢ betrachten wir ein e’ mit a’(e’) = ¢(0) und b’(e’) = 6(1). Sei E’ die Menge aller solchen e’,
fiir alle Kanten von X. Dies definiert die Menge E’ und die Funktionen a’, b’.

Man priift nun, dass der durch V', E’, a’, b’ definierte Graph homdomorph zu Y ist.
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Die folgenden Ubungen bendtigen Stoff aus der letzten Vorlesung von Montag, dem 26.5.

ﬂﬁung 8. Sei Z C C* offen und zusammenhéngend, zo € Z und i: Z — C* die Inklusion. Zeigen Sie, dass sich
genau dann ein stetiger Logarithmus auf Z definieren ldsst, wenn i, (711 (Z, z9)) € m;(C*, z¢) die triviale Gruppe ist.
Hierbei sei ein Logarithmus auf Z eine Abbildung log: Z — C, welche e'°#(?) = z fiir alle z € Z erfiillt.

Losung fiir Ubung 8: Weil Z C C* C C = R? offen und zusammenhéngend ist, ist es auch wegzusammenhangend
und lokal wegzusammenhéngend. Wir betrachten die Uberlagerung p: C — C*,z > ¢, und wihlen ein z € C mit
p(z) = zo. Nach dem Hochhebbarkeitskriterium existiert nun eine stetige Abbildung log: Z — C mitp olog =1
(also e'°8(#) = z fiir alle z € Z) und log(zy) = Z genau dann, wenn

1.(Z,z0) C ps (m (C,2)) = p. ({0} ={0}

gilt, also genau dann, wenn i, (m;(Z, zg)) C 71 (C*, z¢) die triviale Gruppe ist.

‘Ubung 9. Bestimmen Sie zwei Uberlagerungen p: X — T2 und p’: X’ — T2 des Torus T2, sodass p’: X — T2 und
p’: X’ — T2 die gleiche (endliche) Anzahl von Blittern haben, aber sodass es keine Homdomorphismen ¢: X — X’
und P: T2 — T? gibt mitp’ o p =P o p.

Losung fur Ubung 9: Wir identifizieren den Torus T2 mit R?/Z? und betrachten die beiden Uberlagerungen p: T2 >
T?und p’: T? — T2 gegeben durch p([(t,s)]) = [(2t,2s)] und p’([(t,s)]) = [(t,4s)] fiir [(t,s)] € T?> = R2/Z2.
Beachten Sie, dass p und p’ beide Uberlagerungen vom Grad 4 tiber T2 sind. Ausserdem gilt

Po(m(T?) = (2Z) x (22) < Z x Z=my(T?) und p.(m(T?) =Z x (4Z) < Z x Z = 7, (T?).

Nehmen wir nun an, dass es Homomorphismen ¢: X — X’ und : T2 — T2 gibt, so dass p’ o ¢ = o p gilt,
dann ist insbesondere

(2Z) x (22) = pL(Z x Z) = p’. 0 b (1 (T?)) = P 0 pu(m1(T?)) = ¥ (Z x (42)),

d.h. es gibt einen Isomorphismus F =1.: Z x Z — Z x Z mit F(Z x (4Z)) = (2Z) x (2Z). Dies ist aber nicht moglich,
denn die Quotienten (Z x Z)/(Z x (4Z)) = Z/AZ und (Z x Z)/((2Z) x (2Z)) = (Z/2Z) x (Z/2Z) sind nicht isomorph.

uﬁung 10.

Abb&éruﬂg—lst— Dzese Aufgabe zst gestrzchen Zur Losung bmuchte man dus Hochhebbarkeltskrzterzum (siehe z. B ]amch
S. 174 oder Hatcher Proposition 1.33. S. 61, welches wir in der Vorlesung nicht mehr betrachtet haben.

Losung fiir Ubung 10: Aus der Endlichkeit der Fundamentalgruppe von X folgt, dass jedes Element h € 7 (X)
endliche Ordnung hat. Daher hat das Element f.(h) € 7;(S') = Z ebenfalls endliche Ordnung (weil f, ein
Homomorphismus ist), was impliziert, dass es Null ist, da es keine nichttrivialen Elemente endlicher Ordnung in Z
gibt. Wir haben also gezeigt, dass f. (7 (X)) = {0} C 7; (S).

Betrachten wir nun die universelle Uberlagerung p: R — S! von S*. Wegen f, (7t; (X)) = {0} = p.(m; (R)) sind
die Voraussetzungen des Hochhebbarkeitskriteriums erfiillt und somit existiert eine Hochhebung f: X — R von f.
Weil R zusammenziehbar (kontrahierbar) ist, ist nach Aufgabe 5 (b) von Serie 6 jede Abbildung X — R homotop
zu einer konstanten Abbildung, also ist auch f = p o f homotop zu einer konstanten Abbildung (betrachte die
Verkniipfung einer Homotopie X x [0, 1] — R mit p.)

Uﬁung 11. Beschreiben Sie bis auf Isomorphie alle Uberlagerungen p: Y — X von X mit wegzusammen-
héngendem Y, wobei

(@) X =51,
(b) X =S x 82,
(c) X=S'Vvs2

Losung fiir Ubung 11:
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(a) Die Klassifikation der Uberlagerungen gibt uns eine 1:1 Korrespondenz zwischen den Isomorphietypen der
Uberlagerungen von $! und den Untergruppen von 7 (S*, 1) = Z. Die triviale Untergruppe entspricht der
universellen Uberlagerung R — S',t + e*t. Die n1cht-tr1v1alen Untergruppen sind alle von der Form (n) fiir
einmn > 1, und entsprechen der Uberlagerung St — Stz 2™

(b) Wegen m; (S%) = {1} gibt es bis auf Isomorphie nur die universelle Uberlagerung id: $* — S2 von S2.
Die Uberlagerungen von S! x S? sind die Produkte R x $? — S x S%, (r,x) + (e*™'",x) und S! x §? —
St x S2 (z,x) — (2™, x) firn € N.

(c) Die universelle Uberlagerung von S! \/ $? ist der topologische Raum, der aus R entstet, indem wir an jede
ganze Zahl k € Z C R eine Kopie der Sphire S? kleben. Die weiteren Uberlagerungsrdume sind bis auf
Isomorphie die Quotientenrdume X,, fiir n € N, wobei wir X, jeweils bilden, indem wir an alle n-ten
Einheitswurzeln in S! eine Kopie der Sphére S? kleben.

Ubung 12.
(a) (x) Finden Sie eine Uberlagerung p: Y — S \V S, sodass 7 (Y, yo) unendlich erzeugt ist.
(b) () Finden Sie bis auf Isomorphie alle 2-blittrigen Uberlagerungen von S* \/ S*.

(c) (x*) Finden Sie bis auf Isomorphie alle 3-blattrigen Uberlagerungen von S' \/ S'.

Losung fiir Ubung 12: (a) Siehe Hatcher, S. 58, Abbildung (11).

(b) Die 2-blattrigen Uberlagerungen entsprechen genau den Untergruppen von 7;(S! V' S', 1) = (a,b) mit
Index 2. Alle solchen Untergruppen sind Normalteiler, und also Kerne einer surjektiven Abbildung (a, b) — Z/2.
Da a und b jeweils auf 0 oder 1 geschickt werden konnen, gibt es vier solcher Abbildungen, von denen drei
surjektiv sind. Es gibt also genau drei solche Uberlagerungen (bis auf Isomorphie). Zwei dieser Uberlagerungen
sind abgebildet in Hatcher, S. 58, Abbildung (1) und (2).

(c) Die Strategie aus (b) liefert vier Uberlagerungen, deren entsprechende Untergruppen Normalteiler sind. Aber
es gibt auch Untergruppen von Index 3, die keine Normalteiler sind. Tatséchlich ist es einfacher, alle Uberlagerungen
von Grad 3 (mit topologischen Mitteln) zu finden, als alle Untergruppen von Index 3 (mit algebraischen Mitteln).
Man verwende, dass eine Uberlagerung Y des Graphen S! V S wieder ein Graph ist. Da S! \V S! eine Ecke und zwei
Kanten hat, hat Y drei Ecken und sechs Kanten. Man kann alle solchen Graphen auflisten, bei denen ausserdem jede
Ecke inzident zu vier Kanten ist. Fiir jeden dieser Graphen gibt es noch verschiedene Moglichkeiten, den Basispunkt
Yo zu wihlen, und eine Uberlagerungsabbildung zu definieren. Insgesamt findet man 9 solche Uberlagerungen,
insgesamt also 13.




