D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2025
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losung Serie 9

Die schriftlichen Aufgaben kénnen Sie am selben Tag in Threr Ubungsstunde abgeben oder
per SAM-Upload Tool (Link iiber https://metaphor.ethz.ch/x/2025/hs/401-0171-00L/).

1. Fur welche Werte € R ist

det

HHH
I CO

Fiir jedes = € R.

Fir kein z € R.

Losung: Korrekt sind (¢) und (d), da:
(a) Fiir jedes = € R.

Man berechnet mit der rekursiven Definition der Determinante, dass

b z 1 11 1 =z
det [1 o 1] =(-1)""-1-det + (=121 - det + (=DM 1 - det
L1 e 1 o 1z 11

= (DML ) (DM = )+ (<)Y (1)
=@ —=1)—(z—1)+(1—x)

=’ —1l—as4+14+1—2

=22 —2x+ 1.


https://metaphor.ethz.ch/x/2025/hs/401-0171-00L/

Hierbei haben wir die obige Determinante nach der ersten Zeile entwickelt.
Das Polynom x? — 2z + 1 ist nur fiir z = 27 = 0 oder = x5 = 2 gleich 1, da

-2t l=1l=a?-2r=0<=2(1r—-2)=0<=a=12,=0 oder v =1, =2.

2. Gegeben sei die Matrix

5> 1 2
A= 2 04 1
-4 0 6

(a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von A, d.h. eine Linksdreiecksmatrix L, eine Rechts-
dreiecksmatrix R und eine Permutationsmatrix P, fiir welche PA = LR gilt.

(b) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme Az = b;, i = 1,2, mit Hilfe von (a) fiir

7 3.75
b1 = 3 und b2 = 1.75
—2 4.5

(c¢) Berechnen Sie die LR-Zerlegung von A mit MATLAB.

(d) Losen Sie die beiden linearen Gleichungssysteme aus (b) mit MATLAB.

Losung: Es gilt

5 1 2 5 1 2
A=2 04 1|=(2 21
4 0 6 40 6
mit
7 3.75 1
bp=1{ 3 und b= 175 = | %
—2 4.5 g
(a) Wir berechnen
OO 5 T 2]y, 0, [T O 0[5 1 2
g0 L0 25l =, 01000 ¢
4 3.Z+2x(1. 1 i N
~3lo 0 1|4 0 6|70 19 g 1|9 4 B
L 00)5 12 3.740%(2.2) L0 0j5 1 2
2010/0 0 ¢ 001000 !




Daraus folgt, dass

1 00
L= —% 1 0] (aus den fettgedruckten Manipulationen mit Einsen auf der Diagonalen),
201
und
5 1 2
R=|0 3 % (aus der rechten Seite von (x)),
00 =«
mit
100
P=|0 0 1| (ausder linken Seite von (x)).
010

(b) Ahnlich wie in Serie 7, Aufgabe 2(b) gilt fiir i = 1,2
Az = b, <= PA = Pb; — PAx = LRz = L(Rx) = Pb;
— =R YL'Pb)= R  (L'PY)
——

=Losung y von Ly = Pb;
g

[

~-
=Lésung « von Rz = L~ 1Pb; =y

Daraus ergibt sich wiederum das folgende immer gleiche Losungsverfahren mit zwei
Schritten (i) und (ii):
. 7
(1) Esseib = <32>.

(i) Zuerst l6sen wir die lineare Gleichung Le = Pb;:
In Matrixschreibweise

1 00 c1 1 1 00 7 7
2 10| (a|l=|-3a+a|=(001]-(3]=[-2
% 01 C3 %Cl +63 010 —2 3
—L =c =P =b;
Daraus folgt, dass
c =7 (1. Zeile),
4 4 4 10 28 18 18 .
—561 4o =—-2= co=—2+ gCl =—-2+4+ g : 7:—3 + gzg — Cy = g (2. Zelle),
2 2 2 15 14 1 1 .
501+63:3:>03:3—501:3—5'7:3—325:6325 (3 Zelle).



Wir erhalten daher

C1 7 7
c=1lc | = % =136
c3 z 0.2
(ii) Nun lésen wir die lineare Gleichung Rz = ¢
In Matrixschreibweise
5 1 2 il 51‘1 + To + 2I3 7
4 38 _ 4 38 _ | 18
0 5 ? T = gl‘gl—F EIg = ? .
——
=R =T =c

Daraus folgt, dass

1 1 :

£%3 = = T3 = 1 (3. Zeile),

4 38 18

72 + ThB=F (2. Zeile)

N 5 (18 38 518 38 5 20 N 5
Lo = — — — — = — _ _ — . —_— = — To = —
*74\5 57°) 4\5 5) 4 5 ? ’

——

bxy 4 x9 + 2x3 =7 (1. Zeile)
1 1 1 10
= S (T—203— 1) = =(T—2-1—(=5)) = =(T—2+5) = — =2
= 1 5( T3 — I3) 5( (=5)) 5( +5) 5
= 1 = 2.

Wir erhalten deshalb schlussendlich fiir die Losung = = <§;> der linearen
Gleichung Az = by, den Vektor

T 2
r = T2 = -5
xT3 1

) 3.75 B
(2) Es sei nun by = <14755> = (g)
(i) Zuerst 16sen wir wieder die lineare Gleichung Le¢ = Pby:
In Matrixschreibweise

1 00 c c 100 B B

4 _ 4 _ 7 _ 9

—25 1 O . Co = —2501 + Co = O O 1 . % = g

5 01 C3 561 + C3 01 0 5 1
=L =c =P =b2



Daraus folgt, dass

¢ = ? (1. Zeile),
4 9 9 4 9 4 15 9 9 6 15 15 :
—501 + Co §:>CQ = 5 + gCl = 5 =+ g . Z = 5 =+ 325 + 527:02 = ? (2 Zelle),
2 7 T 2 1 7 3 7 6 1 1 i
561—’_63:Z:CBZZ_S.Z:1_521_121:0321 (3 Zelle).
Wir erhalten daher
c L 3.75
c=le|=5|=|75
C3 % 0.25

Danach l6sen wir wiederum die lineare Gleichung Rx = c:
In Matrixschreibweise

5 1 2 ) 511 + X9 + 273 L
0 4 2] o) = |t Be | =8
0 0 % x3 %Z’g %1

=R =z =c

Daraus folgt, dass

1 1 5

g$3 = Z — I3 = Z (3 Zeile),
4 38 15

g$2 gl'g = ? (2 Zelle)

2
by + x4+ 223 = — (1. Zeile)
1 /15 1 /15 5 5 1 /15 10 5
—n=g(F-m-n)=3(F-25-(5)) -1 (F-7+3)
115 10 10\ 1 15 3
_E(Z_Z Z)_E'Z_Z
:>1’1:§

Wir erhalten deshalb schlussendlich fiir die Losung © = <zi> der linearen
Gleichung Az = by, den Vektor

rT= |22 | = —g =|-25
T3 s 1.25



(c) Wir haben das folgende MATLAB-Skript:
4
| T§\<j |
1o O 2
(d) Wir haben das folgende MATLAB-Skript:
4
| T§\<j |
16 O 2

3. Berechnen Sie die Determinanten der zwei Matrizen

4 3 -1 =2
2 1 -1 0
-2 =2 0 2
5 1 0 2

und N =

—_ N =
N — W



Losung: Es ist

2 13 11 2
det(M)=det [3 2 1] "2 (~1)-det 3 2 1
112 2 13

2.Z-3x(1.2) 1 I 2 3.2-2.7 L L 2

=01y edet [0 -1 =5 | PP (<1) - det [0 -1 =5

3.Z2-2x(1.2) 0 —1 -1 0 0 4

—(—1)-1-(=1)-4=4.

Dabei haben wir zuerst die erste Zeile und die dritte Zeile vertauscht (daher kommt das
negative Vorzeichen) und danach auf die so entstandene Matrix den Gauss-Algorithmus
angewandt, was die Determinante unverandert lasst. Auch haben wir verwendet, dass die
Determinante einer Dreiecksmatrix gleich dem Produkt ihrer Diagonaleintrage ist, also

ay; % * * * a;; O 0 0 0
0 ag * * *x axp 0 0 0
det | 0 0 ass * [ =det | * * as 0 0 | =y ag-ass - apm.
0O 0 O * R 0
0O 0 O nn * x ok nn

Alternativ kann man auch (zum Beispiel) nach der 1. Zeile entwickeln und erhélt

2 1
det(M) =det [ 3 2
11

N — W

= (=1)"1 . 2. det (f ;) + (=121 det G’ ;) + (=113 .3 det G’ ?)
=2-4-1)—-1-(6-1)+3-B83-2)=2-3—-1-5+3-1=6—-5+3=4.
Es ist
det(N) =0,
da die zweite Zeile die Summe der ersten Zeile und der dritten Zeile ist, weil
(21 -10=0(43 -1 =2)+(-2 -2 0 2).
In so einem Fall, wo Zeilen oder Spalten einer Matrix A linear abhéangig sind, gilt immer

det(A) = 0 und die Matrix A ist somit nicht invertierbar.
Alternativ kann man auch (zum Beispiel) nach der 3. Spalte entwickeln, da diese am meisten



Nullen hat, und erhéalt
4 3 -1 =2

2 1 -1 0
det(N) = det 9 9 0 9
5 1 0 2
2 1 0 4 3 =2
= (=D (1) -det [ =2 -2 2| +(=1)*T . (=1)-det [ -2 —2 2 | +(=1)*-0+(=D*3.0
5 1 2 5 1 2
o) =2
=(=1)-2—(=1)-24+0+0
= -2 (-2)
=—2+2
= 0.
In der obigen Rechnung haben wir benutzt, dass
P " 2 2 " 2 2 "
det [ =2 =2 2| =(=1)'"" -2 det +(=1)'" - 1-det +(=1)""-0
1 2 5 2
5 1 2
=(-1)*-2-((-2)-2-2-1)+(=1)*-1-((-2)-2—2-5)+0
=2-(—4—-2)—1-(—4-10)
=2 (=6) — (~14)
=12+ 14

wobei wir (zum Beispiel) nach der 1. Zeile entwickelt haben, da diese eine Null beinhaltet
und auch sonst die “kleinsten” Zahlen hat. Ebenfalls nutzten wir, dass

4 3 =2

det | =2 =2 2 | = (=)' 4. det 22 + (=1)"*2 . 3 det 22
= 1 5 1 2 5 2

F e 2o ()
=(=1)*4-((-2)-2—=2- 1)+ (-1)*-3-((-2)-2—2-5)
+ (=1 (=2) ((-2) -1~ (-2)-5)
=4-(—4-2)=3-(=4—10) + (=2) - (=2 — (~10))
=4-(—6) —3-(—14) + (=2) - (=2 + 10)
=-—24+42+(-2)-8
= —24+42 — 16
= 2,



wobei wir hier (zum Beispiel) nach der 1. Zeile entwickelt haben.

4. Betrachten Sie die Matrix

V3 1 0
21 \35 1
M=|-35 22 ¥
_ 1 B 1
2v2  2V2 V2

(a) Berechnen Sie mit MATLAB die Determinante det(A/) von M.

(b) Geben Sie allgemein an, welche Werte fiir die Determinante einer orthogonalen Matrix
tiberhaupt in Frage kommen. Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung:

(a) Von Hand berechnen wir (zum Beispiel) mittels einer Entwicklung nach der 1. Zeile,
da diese eine Null beinhaltet, dass

V3 1 0
SE T
__1 3 1
2v/2  2v2 V2
\/g V3 1 1 1
= (=) L2 et 2\\//3E \/51 + (1)1 5 - det ii \/i + (=10
2 Wi Ve 2 “n TV

7\
V3G 1
~" % 22
31
=171

= —1.

Mit MATLAB berechnen wir det(M) = —1 mit dem folgenden Skript:

(b) Allgemein gilt: Eine n x n-Matrix M ist orthogonal, falls

MTM =1,.



M=[sqrt(3)/2 1/2 0;
—1/(2xsqrt (2)) sqrt(
—1/(2xsqrt (2)) sqrt(

det (M)

w W

)/ (2xsqrt (2)) 1/sqrt (2);
)/ (2xsqrt (2)) —1/sqrt (2)]

Aus
det(MT M) = det(M7T) - det(M) = det(M) - det(M) = (det(M))?,

wobei wir die allgemein giiltige Regel det(M?) = det(M) verwendet haben, folgt fiir
M orthogonal:

(det(M))? = det(MT M) = det(IL,) = 1.
Und daraus folgt wiederum
(det(M))? = 1 = det(M) = %1.

Somit kann fiir eine orthogonale Matrix M nur gelten: det(M) = 1 oder det(M) = —1.
Beides kommt tatsachlich auch vor, da zum Beispiel

det(I,) =1 mit M :=1, orthogonal, da I} - I, =1, -1, =1,
det(—I,) = —1 mit M := —I, orthogonal, da (—I,)” - (~I,) = (=I,) - (-1,

I
=

5. (Ohne Abgabe) Illustration zu Drehungen im R?

Downloaden und entpacken Sie das zip-Archiv
https://metaphor.ethz.ch/x/2018 /hs/401-0171-00L /sc/LinAlgSerie9Aufgabeb.zip

und fiihren Sie das Skript rotateeth aus. Sobald die erste Figur erscheint, kann durch dreima-
liges betatigen einer beliebigen Taste das ganze Skript ausgefiithrt werden. Schauen Sie sich
den Code an, um zu verstehen, was geschieht.

Losung: Wird vom zip-Archiv Skript rotateeth auf
https://metaphor.ethz.ch/x /2018 /hs/401-0171-00L /sc/LinAlgSerie9Aufgabeb.zip
gemass den obigen Anweisungen generiert.
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https://metaphor.ethz.ch/x/2018/hs/401-0171-00L/sc/LinAlgSerie9Aufgabe5.zip
https://metaphor.ethz.ch/x/2018/hs/401-0171-00L/sc/LinAlgSerie9Aufgabe5.zip

