D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2025
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losung Serie 10

Die schriftlichen Aufgaben kénnen Sie am selben Tag in Threr Ubungsstunde abgeben oder
per SAM-Upload Tool (Link iiber https://metaphor.ethz.ch/x/2025/hs/401-0171-00L/).

1. Fir die vier Vektoren

ag=|—-1],a=-1]),a3: =1 |],b:=|-2
0 -1 —2 1

und die Matrix A := (a;, ag, a3) gelten welche der folgenden Aussagen?

(a) det(A) =0.
(b) Der Rang von A ist 3.

(
(d

Das Gleichungssystem Ax = b hat genau eine Losung.

e) Die Losbarkeit von Ax = v hangt von der Wahl von v ab.

f

)
)
¢) Das Gleichungssystem Ax = 0 hat nicht-triviale Losungen.
)
)
) Die Matrix A hat eine Inverse.

(
(
Losung: Korrekt sind (a), (¢) und (e), da:

V' (a) det(A) = 0.
Richtig, die erste Zeile von A ist das (—1)-fache der zweiten Zeile von A, da

1 1 -1
A:=(aj,ag,a3) = -1 -1 1
0 -1 -2

und
(1 1 —1) =(-1) x (—1 -1 1).

Addiert man die erste zur zweiten Zeile (eine Operation die die Determinante un-
verdndert ldsst), so erhdlt man eine Matriz mit einer Nullzeile und somit ist

1 1 -1 1 1 -1
det(A) =det | =1 =1 1 | =det{0 0O 0 | =0.
0 -1 -2 0 -1 =2
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(b) Der Rang von A ist 3.
Falsch, fiir eine 3 x 3-Matriz gilt Rang(A) = 3 <= det(A) # 0.
Alternativ kann man auch arqgumentieren, dass beim Gauss’schen Eliminationsver-
fahren gleich im ersten Schritt

11 -1 11 -1
-1 -1 1 | ¥EEY o o0 o0 |,
0 -1 —2 0 -1 —2

wie oben gezeigt, eine Nullzeile entsteht und daher der Rang nicht mazimal (also = 3)
sein kann.

V' (c) Das Gleichungssystem Ax = 0 hat nicht-triviale Losungen.
Richtig, alle Vielfachen A\x von

3
x=(3,-2,1)" = | -2
1
sind Nulllosungen, da
1 1 -1 3 3—2—-1 0
Ax=|—-1 -1 1 |- |-2]=|-3+241]=10] =03
0 -1 -2 1 0+2—-2 0

und
A(Mx) = AM(Ax) =A-0=0.

Alternativ kann man auch benutzen, dass det(A) = 0 dquivalent zu dieser Aussage ist.

Die obige Losung x = <§2) findet man wie folgt: Es muss gelten

1 1 —1 I X1+ To — T3 0
Ax = -1 -1 1 | To = —T1 — To + T3 = 0
0 -1 =2 I3 —T9 — 21]3 0
Hier setzt man nun x3 := 1 und daraus folgt sofort xo = —2, 1 = 3.

(d) Das Gleichungssystem Ax = b hat genau eine Losung.
Falsch, dies wdre gleichbedeutend mit det(A) # 0 (<= Ax = b ist fir beliebige b
eindeutig losbar). Da det(A) = 0 gilt, hat das Gleichungssystem entweder keine oder
unendlich viele Losungen, aber nie genau eine.
Fir das gegebene b existieren unendlich viele Losungen, da

1 1 —1 I X1+ To — T3 2
Ax=|-1 =1 1 | -|x]| =|—-21—a24+23]| =|-2] ()
0 -1 -2 T3 —T9 — 21’3 1



(f)

die Losungen

x= x| =|-2\—1]| firaleXeR
T3 A
hat. Dabei haben wir in (%) zuerst xs := X\ gesetzt und dann nach xo = =2\ — 1 und

x1 = 3\ + 3 aufgelost.

Die Losbarkeit von Ax = v hangt von der Wahl von v ab.

Richtig. Da die Matriz A den Rang 2 hat, bildet die Menge der Vektoren v, fir die
eine Losung existert — und dann gleich unendlich viele Losungen —, eine Ebene im R3.
Fiur alle v, die nicht in dieser Ebene liegen — zumindest optisch sind das die meisten —,
existiert keine Losung.

Die Matrix A hat eine Inverse.
Falsch, da det(A) = 0 impliziert, dass die Inverse A™' nicht existiert.
Diese Aussage (f) ist dquivalent zu (b) und zu (d) und somit falsch.

Siehe auch Abschnitt 3.4, Determinanten und lineare Gleichungssysteme, in “K. Nipp /
D. Stoffer, Lineare Algebra, 5. Auflage 2002”.
Wichtig: Hier wie dort gelten die Aussagen nur fiir quadratische Matrizen.

2. [Priifungsaufgabe, Frithling 2007] Gegeben sei die Matrix

(a)
(b)

a 0 0 0 0 O
1 =20 -1 0 0
2 b 0 3 0 O
A= o 7 1 -2 0 O
-1 4 0 7 -1 ¢
5 1 d 4 1 2

Berechnen Sie det(A).

Fiir welche Werte der Parameter a, b, ¢, d ist die Matrix A singular?

Losung:

(a)

Erste Variante mit Laplace’schem Entwicklungssatz:




Es gilt

a 0 0 0 0 0
1 =20 -1 0 0
2 b 0 3 0 0
det(A) = det 0 7 1 -2 0 0
1 4 0 7 -1 ¢
5 1 d 4 1 2
20 -1 0 0
b 0 3 0 0
PLZ g det | 7 1 =2 0 0
4 0 7 -1 ¢
1 d 4 1 2
0 3 0 0 b 0 0 0
B1z - 1 -2 0 0 s 71 0 0
="a- [(-1) (2)det07_1c+(1) (1)det40_1c
d 4 1 2 1d 1 2
0 3 0 0 b 0 0 0
1 -2 0 0 71 0 0
sac|(F2)det gt ety g
d 4 1 2 1d 1 2
1 0 0 1 0 0
PLZ 0 1 (=2) - (=1)"2.3 . det [0 =1 ¢| = (=D b-det [0 =1 ¢
Pz d 2 d 1 2
0

— (2 )+ [6—b]
=—a-(24¢)-(6-0)
= —a-(c+2)-(6-1)

-(c+2)-(b—6),

wobei E fiir Expansion nach der gegebenen Zeile Z steht.



Zweite und Dritte Variante:
Wir betrachten im Folgenden

a 1 2 0 -1 5
0 -2 b 7 4 1
g |00 0 1 0 d
0 -1 3 —2 7 4
00 0 0 -1 1
00 0 0 ¢ 2

anstelle von A, da det(A) = det(AT) und det(AT) hier einfacher zu berechnen ist.

Zweite Variante mit Determinantenformel fiir Blockmatrizen:
Aus “K. Nipp / D. Stoffer, Lineare Algebra, 5. Auflage 2002”, Lemma 3.7 oder der
Vorlesungswoche 9 wissen wir, dass fiir quadratische Blockmatrizen M der Gestalt

A B
v=(0 ¢,

wobei die Matrizen A und B ebenfalls quadratische Matrizen sind, gilt:

det(M) = det(A) - det(C). ()

Dies kann man natiirlich auch rekursiv anwenden. Zerlege die Matrix

a 1 2 0 -1 5
0 -2 b 7 4 1
ur_ |00 0 1 0 df_(aB
1o -1 3 -2 7 4] \0o C)’
00 0 0 -1 1
00 0 0 ¢ 2
wobei a = a € R'*!,
0
0
B=(1 20 -1 5), 0=05a=]0
0
0
und
-2 b 7 4 1
001 0 d
C=|[-13 -2 7 4 :(15 ]Jf)
00 0 —-11
00 0 ¢ 2



mit wiederum (rekursiv)

sowie

Es gilt also
det(A) = det(AT)

a B
= det <0 C)

®a. det(C)

D F
:a~det(0 F)

® 4 det(D) - det(F)

-2 b -1 1
:a-(—l)-det(_1 3> det . 2)
= (1) (-2) 3= (1) (1) 2~ 10
=4 (1) (<6~ () - (-2~ ¢)
=a-(—1)-(=64+0b)-(—2—¢)
a-(=1)-(b—06)-(-2—c¢)
0 (-1) - (b-6) - (-1)- 2+ ¢)
=a-(b—6)-(2+¢)
=a-(b—6)-(c+2)

Dritte Variante mit dem Gauss-Verfahren:




Es gilt

det(A”)

det(A)
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wie erwartet.
In der obigen Rechnung, haben wir auch verwendet, dass die Determinante einer
Dreiecksmatrix gleich dem Produkt ihrer Diagonaleintrége ist (Vorlesungswoche 9),

also
a1 * * * ai 0 0 0 0
0 a9 * % ¥ agp 0 O 0
det 0 0 azsz ok * = det * * ass 0 0 = Q11 Q2 - A33 " Onp,
0 0 0 * * * * 0
0 0 0 ... apm * * ¥ ... Qpp

und, dass die Determinante das Vorzeichen wechselt, wenn wir in ihrem Argument (der
Matrix) zwei Zeilen miteinander vertauschen (Vorlesungswoche 8), daher die Multip-
likationen mit dem Faktor (—1).

(b) Die Matrix A ist singulér, genau dann wenn det(A) = 0 gilt, also wenn a = 0 oder
b =6 oder c = —2, weil

det(A)=a-(b—6)-(c+2)=0<=a=0 oder b=6 oder ¢ = —2.

3. Cramer’sche Regel, 1750
Sei A eine regulare n x n-Matrix, b € R" ein Spaltenvektor. Ersetzt man die k-te Spalte von
A durch b, erhélt man eine Matrix A;. Beweisen Sie, dass die Losung von Ax = b durch

. det(Ak)
~ det(A)

Tk

gegeben ist.

Bemerkung: Beziiglich des Rechenaufwandes ist die Cramer’sche Regel eine im Vergleich
zum Gaussverfahren ineffiziente Methode zur Losung linearer Gleichungssysteme.

Losung: Wenn wir die i-te Spalte von A mit ¥ bezeichnen, kénnen wir mit

A= (a(l) a® .. a(”)) = (a(l), a?, . ,a(”))
die Gleichung
T
b= Az = (a,a®, ... a™) . (aW a1 +a® 2+ .. +a™ - z,)
Ty,



als

umschreiben.

dass

b=z -aW +20-a? + .. 41, a" le

Zudem gilt fiir die Rechnung mit Determinanten (Vorlesungswochen 8 und 9),

det(m a?, .. a* Y Z)\ a®, g+ a("))

:)\n-det(a ,a? ...,a(k D q™ g+ ...,a("))

Y

+ det (a(l),a(2 R G Z)\ a®, q*+h a(”)>

=\, - det (a(l), a?, . a% 1), a( ) o ,a("))

5 .

+ Anor - det (a®, 0@ gD gD g+ g

+ det (ct(l),a(2 Al Z)\ ca® gk a(")>

Y

= Z A - det (a(l), a?, . a% Y o@D a(”))

und, dass die Determinante det(M) einer Matrix M, welche zwei gleiche Zeilen besitzt, gleich

Null ist (det(M)

= 0), da die Matrix M nicht invertierbar ist (sie bekommt eine Nullzeile

im Gauss-Verfahren).
Folglich gilt mit der Matrix

dass

A= (aW,a®,. . a® D b a* Y L a™)

Y

:det<(1) @ . gD Zx al U‘“H .. a(”)>

= Z x; - det (a(l), a? o a® Y q@ gt ,a("))

=1

= xy, - det(A),

det(Ay) = det (a(l), a®, . a% Y b oY ,a("))



wobei die letzte Gleichheit aus der Gleichung
det (a(l), a? o a® Y q® gkt ,a(”)) = 0 - det(A)
B {det(A), falls 7 = &:
0, falls i # k (zwei gleiche Spalten).
folgt, welche gilt, da

det (a(l), a?, .. a* D q® gD ,a(”)) = det ((a(l), a®, ... a® q® oD ,a(”))T>

o
e
gk
- det a(z)
4+
e
) det (A7), falls i = k;
o, falls i # k (zwei gleiche Zeilen)
) det(A), fallsi=k;
o, falls i # k
= Ojk det(A)

Hierbei bezeichnet

P 1, fallst=k;
Y70, fallsi #k

das Kronecker-Delta Symbol (Serie 4).
Nun gilt

det(Ak)
det(A)

det(Ag) = xy - det(A) <= ), =

und somit haben wir die behauptete Formel gezeigt.

4. Adjazenzmatriz und Laplace-Operator eines Graphen
Ein Graph G mit den Knoten 1,2, ..., n wird vollstindig durch seine Adjazenzmatrix A¢ €
R™ " beschrieben, wobei der (i,7)-te Eintrag von A% gegeben ist durch

( AG) {1, falls ¢ mit 7 durch eine Kante verbunden ist;
ij =

0, sonst.
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Beispielsweise gehort zum untenstehenden Giaph G

die Adjazenzmatrix

01101
10101
A=11101 1
00101
11110

Sei d; der Grad des Knotens ¢, d.h. die Anzahl seiner Nachbarn, und
D¢ = diag(dy, dy, ds, . .., d,).
Dann heisst die Matrix
L¢:=D%— A%

Laplace-Operator auf G.

(a) Zeigen Sie fiir beliebige G, dass det(L%) = 0 gilt.

(b) Kirchhoff’s Matrix-Tree-Theorem besagt, dass jeder Kofaktor von L¢ die Anzahl der

G aufspannenden Teilbaume ist. Man berechne diese Anzahl fiir das obige Beispiel.

Losung:

(a) Nach Definition gilt fiir den Grad des Knotens i (= die Anzahl Nachbarn des Knotens

i) die Formel

d;=> (A%,

j=1

da sich in der i-ten Zeile der Adjazenzmatrix A® nur Einseintrige (bei Nachbarn vom
Knoten 7) und Nulleintriage (bei Nicht-Nachbarn vom Knoten i) befinden. Daher sum-
miert die Formel d; = Z?Zl(AG)ij alle Nachbarn des Knotens 7, welche sich in der i-ten

11



Zeile befinden, auf und zahlt somit die Nachbarn des Knotens 7 oder dquivalent dazu

den Grad des Knotens 1.
Folglich ist die i-te Zeilensumme von

L% :=D%— A

fiir alle Knoten @ = 1,2,3,...,n gleich 0, weil
i-te Zeilensumme(L) = i-te Zeilesumme(D® — A%)
= i-te Zeilesumme(D®) — i-te Zeilesumme(A®)

d 0 0 ... 0
0 d2 O 0 n
= i-te Zeilesumme || 0 0 d3 0 - Z(AG)U
0 0 O 0 j=1
\0 0 O dn) |
=d;—d;
=0 fir alle Knoteni=1,2,3,...,n.
Das heisst
1
1
x=|.
1
ist eine nicht-triviale Losung von
LSz =0,
weil
) Z;«L:l(LG)Lj 1-te Zeilensumme(L%) 0
| > (L2 2-te Zeilensumme(L%) 0
L | | = | X2 (L9s; | = | 3-te Zeilensumme(LY) | = | 0| = .
: S (L )y n-te Zeilensumme(L%) 0
Daraus folgt, dass die Matrix L® singulir ist und daher det(L%) = 0 gilt, da
0
0
z=1].| =0
0

ebenfalls eine Losung von LEx = 0 ist und daher die Losung von L%z = 0 nicht
eindeutig bestimmt ist. Somit ist L® nicht invertierbar und daher gilt det(LY) = 0.

12



(b) Der Graph G ist gegeben durch das folgende (Knoten und Kanten) Schema:

Knoten |1 123|415
1 Oj[111/10]|1
2 110(1]0|1 (%)
3 1117011
4 0/]01110]1
5 171]1]1]0

Hierbei bedeutet ein (7, j)-ter Eintrag von 1, dass der Knoten ¢ mit dem Knoten j durch
eine Kante verbunden ist und ein (4, j)-ter Eintrag von 0 bedeutet, dass der Knoten 4
nicht durch eine Kante mit dem Knoten j verbunden ist.

Im gegebenen Graphen G ist ein Knoten nie mit sich selber durch eine Schlaufe (=Kante
zu sich selbst) verbunden.

Das obige Schema des Graphen G ist dquivalent zur Adjazenzmatrix A“ vom Graphen
G.

Wir haben die Adjazenzmatrix

01101
10101
A=1110 11
00101
11110

und es gilt mit der Notation
(,7) = Knoten 7 ist mit Knoten j verbunden,

was aus dem obigen Schema (*) oder der obigen Adjazenzmatrix A® direkt ablesbar
ist und der “Zahlfunktion” [{-}| der Element einer Menge {-}, dass

dy = [{(1,2),(1,3), (1,5)}] = 3,

dy = [{(2,1),(2,3),(2,5)}] = 3,

ds = [{(3,1),(3,2),(3,4), (3,5)} = 4,
dy = [{(4,3), (4,9)} = 2,

ds = [{(5,1),(5,2),(5,3), (5,4) }| = 4

13



woraus folgt, dass

D¢ = diag(d,, dy, ds, dy, ds)
di 0 0 0 0

0 do 0 0 0
=10 0 d3s 0 O
0 0 0 dy O
0 0 0 0 ds
30000
03000
=10 0 4 00
00020
0000 4
In diesem Fall des Graphen G gilt
LG:DG—AG
30000 01 101
03000 1 0101
=10 04 0O0|—-f1 1011
00020 00101
00004 11110

3 -1 -1 0 -1
-1 3 -1 0 -1
=!1-1 -1 4 -1 -1

o o0 -1 2 -1
-1 -1 -1 -1 4

Nach Kirchhoff’s Matrix-Tree-Theorem reicht es, irgendeinen Kofaktor auszurechnen.
Um mit einer Untermatrix von

3 -1 -1 0 -1
-1 3 -1 0 -1
=1-1 -1 4 -1 -1
0 0 -1 2 -1
-1 -1 -1 -1 4

mit moglichst vielen Nulleintragen zu arbeiten, wéhlen wir den (3, 3)-Kofaktor ass
aus, welcher durch streichen der 3. Zeile und 3. Spalte von L mit anschliessender
Determinantenbildung multipliziert mit der Gewichtung (—1)3>*3 entsteht (Definition
in der Vorlesungswoche 8).
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Es gilt
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Folglich hat der Graph G genau 40 aufspannende Baume.

In der obigen Rechnung haben wir im flinften Schritt benutzt, dass Multiplikation einer
Zeile mit einem Faktor (—1) die Determinante um denselben Faktor (—1) &dndert (folgt
aus der Vorlesungswoche 8).
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