D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2025
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losung Serie 12

1. Betrachten Sie den R-Vektorraum F(R,R) der Funktionen von R nach R mit der Addition
(f+9)(z):=f(z)+g(x) VfgeFRR)
und der skalaren Multiplikation
Af)(x):=Af(z) VfeFR,R) und A € R.
Darin enthalten ist der Unterraum
Py : = {ag+ a1z + asx® | a; € R fiir i = 0, 1,2}

der Polynome mit Grad < 2.
Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(a) span{x + 1,7 — 1,2% + 1, 2% — 1} ist gleich P,.

(b) x + 1,7 — 1,2% + 1, 2% — 1 sind linear unabhéngig.

(¢) =+ 1,2 — 1,2% + 1,22 — 1 bilden ein Erzeugendensystem von F(R, R).
)

(d) x+ 1,2 —1,2% + 1,22 — 1 bilden ein Erzeugendensystem von P,.

Losung: Korrekt sind (a) und (d), da:

V' (a) span{x + 1,z — 1,22 + 1,2% — 1} ist gleich P.
Richtig, denn man kann die drei Monome 1, x und x* in der folgenden Weise

1 1
1—?(95—1—1)—?@—1),
x:§(x+1)+§(x—1),
x2:(x2+1)—%(:c+1)+%(x—1)

als Linearkombination z.B. der ersten drei Vektoren x4+ 1, v — 1, 2® +1 darstellen und
folglich auch alle Polynome vom Grad < 2 innerhalb des Vektorraumes

P = span{l,x,xz},
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welcher als Standardbasis die drei Monome 1, x und x? besitzt.
Diese Relationen findet man, ausgehend von den Beobachtungen

1= %(x—l—l)—%(a:—l), (%)

r=(x+1)—1 oder z=(x—-1)+1,
= (2 +1)-1

mit Einsetzen von (x) als Ersatz fir die 1 in den anderen Relationen.

Bemerkung: FEbenfalls gelten

(1) die Relationen
1
1:§(x—|—1)——(x—1),
1
= — 1 —(r—1
T 2(3:—|— )—|—2(1: ),
1 1
$2:($2—1)+§($+1)—§(1’—1)7

welche die drei Monome 1, x und x* als Linearkombinationen der Vektoren x +1,
r —1 und 2® — 1 darstellen.

(2) die Relationen

1 1
l=—(2*+1)—=(2* -1
1 1
x:($+1)—§(a:2+1)+§(a:2—1),
1 1
2:_ 2 1 - 2_1
x 2(9:—|— )+2(3: ),

welche die drei Monome 1, x und 2% als Linearkombinationen der Vektoren x 41,
22 + 1 und x® — 1 darstellen.

(3) die Relationen

1 1
L= 5(1'2 +1) - 5(56'2 - 1),
1
v=(r -1 +5E"+1) -5 - 1),
1 1
7 = §(x2 +1) + 5(:62 —1),

welche die drei Monome 1, x und 22 als Linearkombinationen der Vektoren x —1,
22 + 1 und 2? — 1 darstellen.



Diese Relationen (1), (2) und (3) findet man gleich wie oben, ausgehend von den

Beobachtungen
1 1
1= §(x—i— 1) — 5(33 —1), (%)
1 1
r=(xr+1)—1,
r=(r—1)+1,
= (2 +1) -1,
= (2 —1)+1

mit Einsetzen von (x) und (xx) als Ersatz fir die 1 in den anderen Relationen.

(b) x+ 1,7 —1,2° + 1, 2% — 1 sind linear unabhéngig.
Falsch, z.B. gilt die lineare Abhdngigkeitsrelation

2 —1=(2*+1)—(x+1)+ (x - 1),

welche sich aus der Beobachtung x* — 1 = (x* + 1) — 2 mit dem obigen Ersatz 2 =
2-1=2-(x) ergibt.

Der vierte Vektor x* — 1 ldsst sich also mit den ersten drei Vektoren x +1, x — 1 und
22 +1 erzeugen oder gleichbedeutend als Linearkombination von x+1, v —1 und 2® +1
darstellen.

Ebenfalls gilt

(1) die lineare Abhingigkeitsrelation
r+l=(@—-1+@*+1)— (2 -1),

welche sich aus der Beobachtung x +1 = (x — 1) + 2 mit dem obigen Ersatz
2=2-1=2-(xx) ergibt.

(2) die lineare Abhdingigkeitsrelation
r—1=(@+1)— (2 +1)+ (2* - 1),

welche sich aus der Beobachtung v — 1 = (x + 1) — 2 mit dem obigen Ersatz
2=2-1=2-(xx) ergibt.

(8) die lineare Abhdngigkeitsrelation
P+l=@"-1)+@+1)—(x-1),

welche sich aus der Beobachtung x* +1 = (2? — 1) + 2 mit dem obigen Ersatz
2=2-1=2-(x) ergibt.



Bemerkung: Auch alle anderen Vektoren (Polynome) in Pa, lassen sich mit der

vorherigen Erklarung in (a) und den Relationen

1 1
1:5(1*—1—1)—5(35—1),
x:%(x—kl)—f—%(x—l),
xzz(xZ—i—l)—l(:c—l—l)qu(x—l)

2 2

aus (a) als Linearkombinationen von x + 1, x — 1 und 2® + 1 darstellen.

(¢) z+ 1,z —1,2% + 1,2% — 1 bilden ein Erzeugendensystem von F(R,R).
Falsch, z.B. ist das Polynom

7 € F(R,R)
vom Grad 3 keine Linearkombination der gegebenen vier Polynome
r+1l,0—1,2241,22 -1,

da deren Grad < 2 ist.
FEs existiert auch gar kein Erzeugendensystem von F(R,R) aus nur endlich vielen Vek-
toren. Das sieht man daran, dass die unendlich vielen Vektoren (Funktionen)

do(x),01(x), 09(x), ..., 8(x),... € F(R,R),
wobet

-t e

linear unabhdngig sind, da sie alle an verschiedenen Stellen den Wert 1 annehmen und
sonst uberall gleich Null sind.

wenn x # i

vV (d) o+ 1,2 — 1,22 + 1,22 — 1 bilden ein Erzeugendensystem von P,.
Richtig, dies ist per Definition dquivalent zur ersten Aussage (a), dass

span{z + 1,z — 1,2° + 1,2> — 1} = P, = span{1, z, 2*}.

2. Bestimmen Sie, ob

3]
V= Rg = a9
as

a; ERfiiri =1,2,3 %,



versehen mit der Standard-Skalarmultiplikation - gegeben durch

I )\Q?l
A ) = )\Z‘Q fir A € R
T3 )\Ig

und der Addition &, definiert durch

T Y1 1+ Y2
To | D |y =1 T2—y1 ],
T3 Y3 T3+ Y3

ein R-Vektorraum ist.

Losung: Wir miissen tiberpriifen, ob die Rechenregeln (A1)-(M3) der Vorlesungswochen 10
und 11 fiir die vorgegebenen Operationen gelten. Fiir x = (gi) cV=Riundy = (53) €
V = R? gilt 3 "

r1+ Yo Y1+ o
rdy=|z2o—y1 |, aber ydr= |y —x1 |,
T3+ Y3 Ys + T3

also gilt im Allgemein nicht = @y = y @ x und das Kommutativgesetz (A1) der Addition @
ist somit nicht erfiillt.
Daher ist (V, 6, ) = (R3, &, -) sicher kein R-Vektorraum.

3. Unterrdume von R?
(a) Sei V die folgende Menge von Vektoren:

x
V= Y e R3
3r —y

r,y €R

Zeigen Sie, dass V ein Unterraum des reellen Vektorraumes R? ist.
(b) Ist die Menge

X
W = 3r—1| eR?

T

z €eR

auch ein Unterraum von R3? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung: Die zwei Mengen V und W sind offensichtlich beides nichtleere Teilmengen von
R3.



(a) Wir zeigen, dass

x
V= Y eRz,y e R
3r —vy
ein Unterraum von R? ist, indem wir die Abgeschlossenheit unter der Addition (1) und
der Multiplikation mit Skalaren (2) zeigen (Vorlesungswoche 11):

(1) Abgeschlossenheit unter der Addition:
Seien mit x =z, y = y; und = = X9, Y = Yo

X1 )
a= Y1 eV und b= Yo eV.
3r1 — 1 3z — Y2
Es gilt, dass
I T2
a+b= Y1 + Y2
3r1 — 3xa — ¥y
1+ T2
= Y1+ Y2
311 — Y1 + 322 — Yo
1+ X9
= Y1+ Y2
3(w1 4+ 22) — (Y1 + y2)
T3
= Ys eV,
3x3 — ys

wobei
T3 = Ty + T,
Ys =41+ Yo
(2) Abgeschlossenheit unter der Multiplikation mit Skalaren:
Fiir a = <Z§> wie oben und o € R, dann gilt

a3

T ary Ty
aa = - Y1 = ayq = Ya eV,
3r1 — 1 3axy — ay 3x4 — Ya
wobei
T4 = Qry,
Yqg = QY1



Also ist V ein Unterraum von R3.

(b) Betrachte nun die Menge

T
W = 3r—1| eR¥lzeR
x
Seien mit x = 1 und x = x5
X T2
a=|3x;,—1| €W und b= |3zs—1
T T2
Dann gilt
i i)
a+b=13z;—1]| +|3x2—1
£y o)
T+ X9
= 31‘1 + 31‘2 -2
T1 + X9
T+ o
= 3(ZL‘1 + 1'2) -2 ¢ W,
1+ Zo
da nur das Element
T+ o
3(131 + ZEQ) —1]leWw
T+ o

mit z = x; + x9 in W liegt.

Daher ist die Menge W mit den Vektorraumoperationen von R? also sicherlich kein
Unterraum von R3, da die Menge W versehen mit diesen Vektorraumoperationen unter

der Addition nicht abgeschlossen ist.

Alternativ lasst sich argumentieren, dass W den Nullvektor nicht enthalt, sondern
nur den Vektor (%l) =+ (E), aber jeder Unterraum muss den Nullvektor enthalten, da

ein Unterraum wiederum ein Vektorraum ist.

4. Der Vektorraum Zy tiber dem Korper Zsg

(a) Die Menge Z5 := {0, 1}, versehen mit den Rechenregeln
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@0 1
00 1
111 0

— ol®
O OO
(e

ist ein Korper. Das heisst, es gelten beziiglich Addition & und Multiplikation ® die
selben Rechenregeln wie in R, C oder Q. Versehen Sie

V=275 = {(:El,xg,...,:pn)T|x¢€Zg fﬁrizl,Q,...,n}

mit den passenden Vektoroperationen und zeigen Sie, dass V' damit ein Vektorraum
iiber dem Korper Z, wird.

(b) Sei die Menge C' gegeben durch

C={xeZy|x1+x2+ ...+ x, ist gerade},

wobei x = (1,29, ..., 2,)7.

Zeigen Sie, dass C' ein Unterraum von Zj ist.

Bemerkung: C ist ein sogenannter 1-fehlererkennender Code: Wird ein Bit einer
Nachricht = € C' falsch iibermittelt, kann der Empfénger dies feststellen (wie?) und
die Wiederholung der Ubermittlung veranlassen.

Losung:
(a) Man definiere in Z4 die Vektorraumoperationen gleich wie in R", ndmlich

(5’3173727-~~axn)T+(ylay2a~~->yn)T3: (xl@yl7$2@y2>---7$n@yn)T7
- (11,09,...,2,) i = (@O x,a@x9,..., 001, fir acZs.

Man rechnet analog wie im Fall R™ nach, dass fur Z} die folgenden Rechnenregeln
(A0)-(M3) aus den Vorlesungswochen 10 und 11 gelten, denn es gilt:

(A0) Es gilt Z3 # 0:
Die Menge Z7 ist nicht leer, da zum Beispiel (1,1,...,1) € Z} ist.

(A1) Kommutativigesetz der Addition + auf Zj:
Es gilt

4y = (21,29, ..,2.)" + (Y, Y2, yn)"
(I1®y1,$2@y2,...,xn@yn)T
= (Y1 L1, Y2 D Tay ..., Y D)
YL, Y2 - Yn) T (21,39, 2

= (y )"
=y+=x



da @& kommutativ ist und somit z; ® y; = y; ® z; fir alle x;, y; € Zo gilt, weil

0®0=0,
0pl=1®0=1,
161=0.

(A2) Assoziativgesetz der Addition + auf Z3:
Es gilt
(r+y)+2z= ((1’1,1‘2, o r) (YL, ,yn)T) + (21,22, -y 20)
= (21 DY, T2 DYa,s - Ty Dyn) + (21, 205, 20) T
—(m1@yp) @2, (@28 Y2) B 22, (T S Yn) B 20)"
= (@10 ®2), 128 (YD 22), -, 00 D (Y B 20))"
= (21,22, @) (N B2, 2B 22 Y D )
= (

L1, L25 - - - 7xn)T + ((yhyQa SR 7yn)T + (217 25 e s ZTL)T)
=z+ (y+ 2),
da @ assoziativ ist und somit (x; B y;) B z; = x; © (y; B z) fir alle x;, y;, 2, € Zo
gilt, weil

0060)0=000=0& (05 0),

=0 =0
000)e1=001=0(0d1),

=0 -1
0e)e0=160=001=00(130),

-1 1
0el)el=161=0=000=00 (10 1),

-1 =0
180)B0=160=1a(0&0),

-1 =0
lel)el=1al=1a0a1),

-1 1
161)®0=080=0=101=1®(160),

=0 =1
loh)el=00l=100=10(1al).

=0 =0

(A3) Existenz des Nullelementes:
Es gilt mit dem Nullelement



(M1)

dass
z+0=(x1,29,...,2,)7 +(0,0,...,0)T
= (11 90,2,80,...,2, 00"

(l’l,xQ, LI 7mn)T

z,

da z; ® 0 = x; fur alle x; € Zsy, weil

0p0=0,
190=1.
Existenz des additiven Inversen:
Das additive Inverse zum Element x = (11, s, ..., z,)7 ist
—x = (x1, 9, ... ,a:n)T

und jedes Element z € Z7 ist daher sein eigenes additives Inverses —z = x.
Dies gilt, da

T+ (—x) = (ml,xQ,...,xn)T+(xl,xg,...,xn)T
= (21 DT, T2 D Xa, ..., Ty D)
— 0,

weil z; @ x; = 0 fur alle x; € Zy, da

000=0,
1e1=0.

1. Gesetz der Skalarmultiplikation:

Es gilt

(@ B) - (z1,29,...,2,)"

=(a@pf)Ox, (@a®@f)Oxs, ..., (O L) Oy
(O BOx),a®BOL),...,a0 (8O x,)"
=a (BO,802,....00x,)

=a- (6- (xl,azg,...,xn)T)

= o(fx),

(@ © p)x

)T
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da (@@ p) Oz =a0 (o) fir alle a, 5, z; € Zy, weil

000)©0=000=006 (0 0),

=0 =0
000)01=001=0=000=06(001),

=0 =0
(001)®0=000=006 (1®0),

=0 0
001)e1=001=0=000=00 (10 1),

=0 =0
(100000=000=0=1600=10(0©0),

=0 =0
100)©1=001=1600=1060a1),

=0 =0
101)e0=160=16(160),

=1 =0
leh)el=1601=10(1061)
N—— ——

(M2) 2. Gesetz der Skalarmultiplikation - :
Es gilt

a@ﬁ)-(xl,xg,...,xn)T

(
(a@p) oz, (a®pf)Oms,..., (@& L) O,

(a0z) @ (BO), (@) & (BO2),...,(a Q) ® (B0 )"
(@@z,a@xg,...,a0z,) +(BO 1,0 xs,...,002,)"

= (21,29, 0,)"  + B (21, 29,...,2,)7

= ax + P,

(0@ ) v =

11



da(a®p) Oz =(a0x;)® (6O x;) fir alle a, B, x; € Zs, weil

0B0)E0=000=0=0®0=(000)a (0®0),

=0 =0 =0
000)©1=001=0=000=(001)® (0O 1),
=0 =0 =0
0e1)o0=1600=0=000=(000)®(1®0),
=1 =0 =0
eH)eol=101=1=01=001)a(161),
=1 =0 =1
190)00=100=0=000=(100)®(00),
=1 =0 =0
1e0)eol=101=1=100=(101)a((0061),
=1 =1 =0
1e1)e0=000=0=000=(100)a(100),
=0 =0 =0
1e1)el=001=0=101l=(101a(1o1).
N—— —— =

=0 =1 =1

Distributivgesetz der Addition + und Skalarmultiplikation - :

a-(zty)=a (zn2,...,2.)" + (1,42, Ya)")
=a- (T, DYL, T D Yoy, Ty D yp)’
= (@O (@ ®y),a® (T2 ®1y),...,a® (2, Dyn))"
=(@0z) @ (a@y), (@O D) B (@O p),..., (@0 z,) ® (@O y))"
=(a®r,a®Ty...,a01,) + (@Y, a®y,...,a®y,)"
=a- (1,29, ..., Fa- (Y, Y2, Yn)T

= or + oy,
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daa® (z;0y) = (@) ® (a@y) fir alle a, x;, y; € Zo, weil

00080)=000=0=060=(000)&(0060),

=0 =0 =0
00001)=001=0=000=(000)® (00 1),
=1 =0 =0
00(100)=001=0=000=(001)&(060),
=1 =0 =0
00(1®1)=000=0=000=(001)d(061),
=0 =0 =0
10000)=1600=0=000=(100)® (1 0),
=0 =0 =0
loel)=101=1=001=(100)a(101),
=1 =0 =1
10(1e0)=101=1=180=1601)a(100),
=1 =1 =0
lo(leol)=100=0=1al=101)a(1o1).
—— —_—— =

=0 =1 =1

(M3) Skalare Multiplikation mit 1 € Z,:

Es gilt
L-x=1-(z1,29,...,2,)"
=(10r,10,,...,10x,)"
= ($1,l’2,...,$n)T
:l"

da 1® z; = x; fir alle x; € Z,, weil

1©0=0,
1o01=1

Dies zeigt, dass Z} mit den oben definierten Vektorraumoperationen ein Vektorraum
iber Z, ist.

(b) Wir zeigen die Abgeschlossenheit von C' unter der Addition und der Multiplikation mit
Skalaren (Vorlesungswoche 11).

Fir z = (z1,29,...,2,) € Cund y = (Y1, Y2, ..., Yn) € C gilt

(1) 1 + x2+ -+ + x, gerade, und
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(2) y1+ Y2+ -+ + y, gerade.
Daraus folgt, dass
(Tr+y) + (@ +y2) + 4 (@ tyn) = @1+ T2+ +20) (1 12+ + Yn)
auch eine gerade Zahl ist. Damit ist aber auch
(1@ y) + (22 @ y2) + -+ (2, D yn)

eine gerade Zahl, da x; + y; genau dann gerade (ungerade) ist, wenn x; @ y; gerade
(ungerade) ist. Dies zeigt, dass

Ty =(T1 DY, T2 DY Ty DYn)’

in C' liegt und C' somit unter der Addition + abgeschlossen ist.

Ausserdem gilt fiir x € C' und « € Zs, da ® genau dasselbe tut wie die Standardmul-
tiplikation auf Z,, dass

r1+ay+---+x, fira=1;

(@1 +a®@rs+--a®z,) = a(ry+ra+- - +x,) = ..
0, fiur o = 0.

Da die rechte Seite in beiden Fallen eine gerade Zahl ist, gilt
a-z=(aO®r,a®1,,...,a0z,) €C

und C ist daher auch abgeschlossen unter der Multiplikation - mit Skalaren.

Folglich ist die Menge C' ein Untervektorraum von Zj.

Erkldrung zur Bemerkung: Wir nehmen an, dass die Nachricht z = (1011101) von
einem Sender an einen Empfanger iibermittelt werden soll. Geschieht das einfach so,
kann der Empfanger schlecht beurteilen, ob die Ubertragung korrekt funktioniert hat
oder ob eines der ankommenden Bits fehlerhaft ist.

Um hier mehr Sicherheit zu erhalten, wird der Nachricht x hinten ein zusétzliches Bit
angehangt, sodass das Resultat in C' liegt, also dass die Summe der einzelnen Bits
gerade ist. Die neue Nachricht lautet in unserem Fall also 2’ = (10111011). Erhélt der
Empfanger nun beispielsweise eine Nachricht mit ungerader Bitsumme, so weiss er, dass
bei der Ubertragung ein Fehler passiert sein muss und er kann die Wiederholung der
Ubermittlung veranlassen. Bei diesem Beispiel wird ein Fehler bei zwei Bits natiirlich
nicht mehr erkannt. Man kann aber k-fehlererkennende Codes finden fiir beliebige
k € N, welche bei bis zu jeweils k fehlerhaften Bits “Alarm schlagen”. Diese sind
jedoch aufwindiger, wodurch die Lénge der Nachricht zunimmt und die Ubertragung
entsprechend langer dauert (und ebenso fehleranfilliger wird). Hier muss man - je nach
Verwendungszweck - einen Kompromiss eingehen.
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