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Bitte legen Sie Ihre Legi offen auf den Tisch. Mo-
biltelefone sind auszuschalten und im Gepéack zu
verstauen. Lesen Sie folgende Hinweise aufmerk-
sam durch.

e Priifungsdauer: 180 Minuten.

e Erlaubte Hilfsmittel: Buch (auch Zusammenfassungen:
4 Seiten, handschriftlich). NICHT erlaubt sind Taschen-
rechner. NICHT erlaubt sind jegliche Form der Aufgaben
der Ubungsserien oder deren Losungen, sowie netzfihige
Gerate wie Tabletcomputer, Mobiltelefone (auch nicht im
Flugzeugmodus), etc.

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt und
lassen Sie die obere linke Ecke jedes Blattes zum Heften
frei. Versehen Sie alle abzugebenden Blétter mit Threm
Namen. Sortieren Sie die Blétter.

e Beantworten Sie Aufgabe 1 und Aufgabe 2 direkt auf
dem Aufgabenblatt. Fiillen Sie aber nur eine Version
(entweder die deutsche oder die englische, nicht beide) aus.

e Schreiben Sie in Blau oder Schwarz. Schreiben Sie nicht
mit Bleistift oder in roter/griiner Farbe. Benutzen Sie kein
Tipp-Ex. Schreiben Sie sauber!

Was nicht eindeutig lesbar ist, wird ignoriert.

e Samtliche Antworten miissen begriindet werden. Wenn
Sie Aussagen aus der Vorlesung verwenden, machen Sie
deutlich, worauf Sie sich beziehen.

e Maximalpunktzahl: 82 Punkte.
Fiir die Bestnote 6 miissen nicht alle Aufgaben vollstandig
gelost werden.

e Falls Thnen eine Aufgabe Schwierigkeiten bereitet oder
Sie gerade nicht sehen, wie die Aufgabe anzupacken ist,
gehen Sie zur ndchsten Aufgabe, um keine Zeit zu verlieren.

Tabelle nicht ausfiillen!
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4 [13]
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Aufgabe 1 (14 = 2424242424242 Punkte)

Jede korrekte Antwort ist 2 Punkte wert. Eine falsche oder leere Antwort ist 0 Punkte wert. Fiir jede

Frage gibt es nur eine korrekte Antwort.

Tragen Sie Thre Losungen in die folgende Tabelle ein (schreiben Sie den Buchstaben entsprechend der
gewahlten Antwort klar). Nur die Antworten in der Tabelle werden fiir die Benotung berticksichtigt.

Frage ]2

3

4

D

6

7

Antwort

(1) Welche der folgenden ist eine partielle Differentialgleichung?

(a) 22+ 2+1=0
(b) u(z+y) = u(z) +uly)
(c) Au=3
(d) Au > u?
(2) Die Gleichung 0ypzt + Opyzyu = €” sin(y)u ist
(a) zweiter Ordnung.
(b) dritter Ordnung.
(c) linear.
)

(d) quasilinear.

(3) Die Gleichung 50,1 + 20yt + Oyyu = 3 ist
(a) hyperbolisch.
(b) elliptisch.
(¢) parabolisch.
)

(d) keine der oben Genannten.
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(4) Betrachten Sie die Warmeleitungsgleichung

Ut — Ugy = 22 sin(t) for (z,t) € [0,1] x [0, 00),
u(z,0) = 23 for x € [0, 1],
u(0,t) =0, u(l,t) =1 fort € [0,00).

Die Funktion w := u,, erfullt
(a) die Laplace-Gleichung wy + wy, = 0.
(b) die Warmeleitungsgleichung w; = wg.
(c) die Wellengleichung wy — wy, = 0.
)

(d) keine der oben Genannten.
(5) Sei D := {(x,y) : 22+ y? < 1}. Betrachten Sie die partielle Differentialgleichung

Au=2 in D,
Oyu=2 ondD,

wobei d,u die Ableitung von u in normalen Richtung auf dem Rand der Scheibe D ist.
Welche der folgenden Aussagen iiber das oben genannte Randwerproblem ist richtig?
(a) Es gibt keine Losung.
(b) Es gibt eine einzige Losung.
(c¢) Es gibt genau 2 Losungen.
(d) Es gibt unendlich viele Losungen.

(6) Betrachten Sie die partielle Differentialgleichung

Ut — QMg =0 for x €R, t €R,
u(z,0) = 23 for z € R,
ug(x,0) =1 for x € R.

Was ist der Wert von u(1,1)?
(a) 26
(b)
(c) 28
(d)
(7) Sei D := {(x,y) : x®+y? < 1}. Betrachten Sie die partielle Differentialgleichung

Au = 1222 4+ 122y + 4 in D,
u(z,y) = z* — 223y + 2zy for (z,y) € OD.

Welche der folgenden ist die korrekte Formel von u?
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) u(z,y) = ot + 22y3 + 22 + 92 - 1.

) u(z,y) =t + 223y + 2% + ¢ — 1.
(c) u(z,y) = 2t + 223y + 22 + ¢

)

keine der oben Genannten.
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Aufgabe 2 (14 = 3+3+4+4 Punkte)

Jede korrekte Antwort ist 3 oder 4 Punkte wert (Fragen (1) und (2) sind 3 Punkte wert, Fragen (3)
und (4) sind 4 Punkte wert). Eine falsche oder leere Antwort ist 0 Punkte wert. Fiir jede Frage gibt es
nur eine korrekte Antwort.

Tragen Sie Thre Losungen in die folgende Tabelle ein (schreiben Sie den Buchstaben entsprechend der
gewahlten Antwort klar). Nur die Antworten in der Tabelle werden fiir die Benotung berticksichtigt.

Question | 12|34
Answer

(1) Betrachten Sie die folgende partielle Differentialgleichnung

uy + sin(u)u, =0 fir (z,y) € R x [0,00)
u(z,0) =2z fir z € R.

Was ist die kritische Zeit y. (d.h., die erste Zeit, wenn sich zwei charakteristiche Kurven treffen)?
(a) ye=0.
(b) ye=1.

(c) ye =sin(1).

(d) y. = cos(1).

(2) Sei D = {(z,y) € R?: 22+ y% > 1} das Gebiet, welches das Komplement der Einheitskugel ist.
Betrachten Sie der Ausgangszustand am Rand 0D

u(cos(f),sin(f)) =6 fiir 0 < 0 < 2m.
Fiir welche der folgenden Gleichnungen erster Ordnung im Gebiet D, gilt die Transversalitdtsbe-
dingung?
(a) 3ug + 9uy = u’.
(b) 3cos(u)uy + 9sin(u)u, = u?.
(¢) — cos(u)uy + sin(u)u, = u?.
)

c
(d) cos(u)ug + uy = u?.
(3) Betracthen Sie das folgende Problem:

Uty + Uy =u? firzeR,y> a3,
u(z,23) = —2% fiir x € R.

Welche der folgenden ist eine Parametrisierung der charakteristichen Kurve, die von dem Punkt
(1,1) startet?
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(4) Betrachten Sie den skalaren Erhaltungssatz:

Uy + e%uy, =0 firz e R,y >0,
1 firz<0
“(x’o)_{ 0 fiirz >0

Welche der folgenden Funktionen u : R x [0,00) — R ist eine schwache Losung?

(a)

e ={ 4z

e ={ o i
() )

o ={ g ezt
(d)

1 fir (e—1y> =,
u(x,y)—{ 0 fir(e—1)y<x
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Sei u eine Losung des folgenden Randwertproblems

U — Uge = 100sin(z)!® — 90sin(z)®, (z,t) € (0,7) x (0,00),
u(0,t) = 0, t €1]0,00),
u(m,t) = 0, t €1]0,00),
u(r,0) = 4sin(4z) + sin(x)1?, x € (0,7,
ut(xz,0) = 0, z € [0, 7).

Finden Sie die explizite Formel fiir u.

Hint: Betrachten Sie die Funktion v(z,t) := u(z,t) — sin(z)'% und die Gleichung, die v erfiillt.
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Aufgabe 4 (13 Punkte)

Seien w : [0,1] x [0,10] = R und v : [0,1] x [0, 10] — R Losiingen der folgenden Probleme:

Ut — Ugg = 0 fur (z,t) € (0,1) x (0, 10),
u(z,0) = sin(rx)> fir z € [0, 1],
u(0,t) = 3t, u(1,t) =t fiir t € [0, 10],

und

UVt — Vg =0 fir (z,t) € (0,1) x (0,10),
v(x,0) = sin(7x) fir z € [0, 1]
v(0,t) = 3¢, v(1,t) =t* fiir t € [0,10].

(i) [2 Punkte] Berechnen Sie das Maximum von u.

(ii) [2 Punkte] Berechnen Sie das Minimum von v.

(iii) [3 Punkte] Zeigen Sie, dass u(z,t) < v(z,t) fir alle (z,t) € [0,1] x [0, 10].

(iv) [6 Punkte] Berechnen Sie v(3,10) — u(3, 10).

Hint: Betrachten Sie die Gleichung, die v — u 16st.
Sie konnen die folgende Identitéit sin(f) — sin®(6) = ;= (6sin(6) + 5sin(30) — sin(56)) ohne Beweis
benutzen.
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Aufgabe 5 (11 Punkte)

Definiren Sie das Gebiet D := (0,7) x (0,7). Sei u : D — R die Lésung der Laplace-Gleichnung

Au=0 in D,

u(z,0) = sin(z) fir 0 <z <m,
u(z,m) =7 +sin(3z) fir 0 <z <m,
u(0,y) =u(my) =y fir 0<y<m.

Finden Sie die explizite Formel fiir «.

Hint: Betrachten Sie die Funktion v :=u — y.
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Aufgabe 6 (20 Punkte)

Sei D :=[0,1] x [0,T]. Sei u : D — R eine glatte Funktion, so dass

Up = Uggy + Uy —u  in D,
u(z,0) = f(x) fir z € [0, 1],
u(0,t) = u(l,t) =0 firte 0,7,

wobei f : [0,1] — R eine glatte Funktion ist.

(i) [8 Punkte] Zeigen Sie, dass das Minimum von u auf dem parabolischen Rand angenommen
wird, d.h.

min u(xz,t) = min u(x,t
(z,t)eD (z,1) (z,t)€0pD (2,2),

wobei dpD = ([0, 1] x {0}) U ({0,1} x [0,T7).

Hint: Gehen Sie dhnlich vor wie im Beweis des Maximumprinzips fiir die Warmeleitungsgleichnung,
der in der Vorlesung gezeigt wurde.

(ii) [5 Punkte] Zeigen Sie, dass die Gleichnung maximal eine Losung besitzt.
Hint: Zeigen Sie, dass jede Losung ihr Maximum auf dem parabolischen Rand annimmt.
(iii) [7 Punkte] Finden Sie die explizite Formel fiir u wenn f(z) = e 3" sin(7x).

Hint: Suchen Sie eine Losung der Form u(x,t) = f(z)g(t).

10
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Exercise 1 (14 = 2424242424242 points)

Each correct answer is worth 2 points. A wrong answer or an empty answer is worth 0 points. For all
questions, there is only one correct answer.

Insert your answers in the following grid (write clearly the letter corresponding to the answer). Only
the answers in the grid will be taken into consideration for grading.

Question | 1234|567
Answer

(1) Which of the following is a Partial Differential Equation?
?+r+1=0

u(r +y) = u(z) +u(y)

u(z,y) = u(u(x) + 1,y) + u(z,u(y) + 1)

Orzatt = 1+ Oyyyu

(2) The equation Opzptt + Opyayu = € sin(y)u is
(a) second order.
) third order.
(c) linear.
)

quasilinear.

hyperbolic.
elliptic.

)
)

(c) parabolic.
) none of the above.

11
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(4) Consider the heat equation

Ut — Ugy = 22 sin(t) for (z,t) € [0,1] x [0, 00),
u(z,0) = 23 for x € [0, 1],
u(0,t) =0, u(l,t) =1 fort € [0,00).

The function w := u,, satisfies
(a) the Laplace equation wy + wy, = 0.
(b) the heat equation wy = wgy,.
(¢) the wave equation wy — wg, = 0.
)

(d) none of the above.
(5) Let D :={(x,y): 2%+ y? < 1}. Consider the partial differential equation

Au=2 in D,
Oyu=2 ondD,

where 0,u denotes the outer normal derivative of v on the boundary of the disk D.
Which of the following statements on the above mentioned boundary value problem is true?
(a) There is no solution.
(b) There is a unique solution.
(¢) There are exactly 2 solutions.
)

(d) There are infinitely many solutions.

(6) Consider the partial differential equation

Ut — Mg =0 for x €R, t €R,
u(z,0) = 23 for z € R,
ug(x,0) =1 for x € R.

What is the value of u(1,1)?
(a) 26
(b) 27
(c) 28
(d) 29

(7) Let D :={(x,y): 2+ y? < 1}. Consider the partial differential equation

Au = 1222 4+ 122y + 4 in D,
u(z,y) = z* — 223y + 2zy for (z,y) € OD.

Which of the following is the correct formula for u?

12
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) u(z,y) = + 229 + 2% + 9y — 1.

) u(z,y) =t + 223y + 2% + ¢ — 1.
(c) u(z,y) = 2t + 223y + 22 + ¢

)

None of the above.
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Exercise 2 (14 = 3+3+44+4 points)

Each correct answer is worth 3 or 4 points (questions (1) and (2) are worth 3 points, questions (3)
and (4) are worth 4 points). A wrong answer or an empty answer is worth 0 points. For all questions,
there is only one correct answer.

Insert your answers in the following grid (write clearly the letter corresponding to the answer). Only
the answers in the grid will be taken into consideration for grading.

Question | 12|34
Answer

(1) Consider the partial differential equation

uy + sin(u)u, =0 for (z,y) € R x [0, 00)
u(z,0) =z for z € R.

What is the value of the critical time y. (i.e., the first time when two characteristics meet)?
(a) ye=0.
(b) ye=1.

(¢) ye =sin(1).

(d) y. = cos(1).

(2) Let D = {(z,y) € R?: 22 +y? > 1} be the domain which is the complement of the unit ball in
the plane. Consider the initial condition on the boundary 0D given by

u(cos(f),sin(f)) =60 for 0 < 0 < 2.

For which of the following first-order equations in the domain D, the transversality condition
holds?

(a) 3ug + Juy = u

(b) 3cos(u)uy + 9sin(u)u, = u?.
(¢) — cos(u)uy + sin(u)uy, = u?.
)

c
(d) cos(u)ug + uy = u?.
(3) Consider the following problem:

Uty + Uy =u? forxz eR,y> a3,
u(z,2%) = —2% for x € R.

Which of the following is the parametrization of the characteristic curve starting from the point
(1,1)7

14
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(4) Consider the scalar conservation law:

Uy + e'u, =0 forx e R,y > 0,
1 forx<O
u(az,O)—{O for x > 0

Which of the following functions u : R x [0,00) — R is a weak solution?

()

S i
(b)

e ={ g a2
(c)

o ={ o zr
(d)

)1 for(e—1)y > =,
u(a:,y)—{ 0 for(e—1)y<z
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Exercise 3 (10 points)

Let u solve the following problem with Dirichlet boundary conditions

Utt — Ugy
u(0,t)
u(m,t)

x,0)
0)

x,

Find the explicit formula for w.

Hint: Consider the function v(z,t) := u(z,t) — sin(z)'% and look at the equation satisfied by v.

100 sin(z)' — 90 sin(z)8,
0,

0,

4sin(4x) + sin(x)'0,

0,

(z,t) € (0,7) x (0,00),
t €1]0,00),
t €10,00),
x € (0,7,
z € [0, 7).

16
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Exercise 4 (13 points)

Let w : [0,1] x [0,10] = R and v : [0,1] x [0,10] — R be the solutions of the following two problems:

Ut — Ugg = 0 for (z,t) € (0,1) x (0,10),

u(z,0) = sin(rx)® for x € [0, 1],
u(0,t) = 3t, u(1,t) =t> for t € [0,10],

and

UVt — Vg =0 for (x,t) € (0,1) x (0,10),
1]

v(z,0) = sin(mz) for z € [0,
v(0,t) = 3t, v(1,t) =t* for t € [0, 10].

(i) [2 points] Compute the maximum of w.
(ii) [2 points] Compute the minimum of v.
(iii) [3 points] Show that u(x,t) < v(z,t) for all (x,t) € [0, 1] x [0, 10].
(iv) [6 points] Compute v(3,10) — u(3, 10).

Hint: Consider the equation satisfied by v — u.
You can take for granted the trigonometric identity sin() — sin®(#) =
sin(560)).

L (6sin(0) + 5sin(30) —

17
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Exercise 5 (11 points)

Define the domain D := (0,7) x (0, 7). Let u : D — R be the solution to the Laplace equation

Au=0 in D,

u(z,0) = sin(z) for 0 <z <m,
u(z,m) =7 +sin(3z) for 0 <z <m,
u(0,y) =u(my)=y for 0 <y <.

Find the explicit formula for u.

Hint: Consider the function v := u — y.

18
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Exercise 6 (20 points)

Let D :=[0,1] x [0,T]. Let u : D — R be a smooth function such that

t = Ugpy + Uy —u  in D,
u(z,0) = f(z) for z € 10, 1],
uw(0,t) =u(l,t) =0 fort e [0,T],

where f :[0,1] — R is a smooth function.

(i) [8 points] Show that the minimum of the function w is attained on the parabolic boundary, i.e.

min u(z,t) = min wu(zx,t),
(z,t)eD (z,t)€edpD

where dpD = ([0,1] x {0}) U ({0, 1} x [0, T]).

Hint: Perform an argument similar to the one employed in class to prove the maximum principle
for the heat equation.

(ii) [5 points] Show that the equation admits at most one solution.
Hint: Show that any solution attains also its maximum on the parabolic boundary.
(iii) [7 points] Find the explicit formula for u when f(z) = e 37 sin(7x).

Hint: Look for a solution of the form u(z,t) = f(x)g(t).

19



