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In 10 Minuten zu lösen.

Aufgabe: Berechnen Sie den folgenden Grenzwert:

L := lim
x→0

x − sin x

x2 tan x

L =

Bonus wird vergeben, wenn Ihre Antwort exakt der richtigen Antwort
entspricht.
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To solve in 10 minutes.

Exercise: Compute the following limit:

L := lim
x→0

x − sin x

x2 tan x

L =

Bonus is awarded when your answer matches exactly the correct answer.
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Lösung: Wir verwenden Taylorpolynome um x = 0 und behalten nur Terme bis zur
Ordnung x3, da diese bereits ausreichen, um den Grenzwert zu bestimmen.

Erinnern wir uns an die Taylorentwicklungen bei 0:

sin x = x − x3

6 + O(x5), tan x = x + x3

3 + O(x5).

Dann folgt

x − sin x

x2 tan x
=

x3

6 + O(x5)
x3 + O(x5) .

Wir faktorisieren x3 im Zähler und Nenner:

x − sin x

x2 tan x
=

x3
(

1
6 + O(x2)

)
x3 (1 + O(x2)) =

1
6 + O(x2)
1 + O(x2) .

Für x → 0 ergibt sich somit

L = lim
x→0

x − sin x

x2 tan x
= 1

6 .

Bemerkung zu Regel von l’Hôpital.

Der Grenzwert lässt sich prinzipiell auch mit der Regel von l’Hôpital berechnen, da

lim
x→0

(x − sin x) = 0, lim
x→0

x2 tan x = 0,

also ein unbestimmter Ausdruck der Form 0/0 vorliegt. Direkte Anwendung von
l’Hôpital führt jedoch zu relativ aufwendigen Ableitungen und erfordert meist mehr
als eine Anwendung. Die Verwendung von Taylorpolynomen, wie oben gezeigt, ist für
solche trigonometrischen Grenzwerte systematischer und in der Regel einfacher.

Solution: We use Taylor polynomials around x = 0 and keep only terms up to order
x3, since that will already determine the limit.

Recall the Taylor expansions at 0:

sin x = x − x3

6 + O(x5), tan x = x + x3

3 + O(x5).

Substitute
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x − sin x

x2 tan x
=

x3

6 + O(x5)
x3 + O(x5) .

Factor out x3 from numerator and denominator:

x − sin x

x2 tan x
=

x3
(

1
6 + O(x2)

)
x3 (1 + O(x2)) =

1
6 + O(x2)
1 + O(x2) .

Taking the limit x → 0 gives

L = lim
x→0

x − sin x

x2 tan x
= 1

6 .

Remark on l’Hôpital’s rule.

The limit can in principle also be computed using l’Hôpital’s rule, since

lim
x→0

(x − sin x) = 0, lim
x→0

x2 tan x = 0,

so we have an indeterminate form 0/0. However, applying l’Hôpital directly leads to
somewhat complicated derivatives and one typically needs more than one application.
Using Taylor polynomials, as above, is more systematic and usually simpler for such
trigonometric limits.
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