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In 10 Minuten zu lösen.

Aufgabe: Berechnen Sie den folgenden Grenzwert:

L := lim
x→0

log(1 + x) − x

x sin x

L =

Bonus wird vergeben, wenn Ihre Antwort exakt der richtigen Antwort
entspricht.
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To solve in 10 minutes.

Exercise: Compute the following limit:

L := lim
x→0

log(1 + x) − x

x sin x

L =

Bonus is awarded when your answer matches exactly the correct answer.
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Lösung: Wir verwenden Taylorpolynome um x = 0 und behalten nur so viele Terme,
wie zur Bestimmung des Grenzwertes nötig sind.

Wir erinnern an die Taylorentwicklung bei 0:

log(1 + x) = x − x2

2 + x3

3 + O(x4).

Daraus folgt

log(1 + x) − x =
(

x − x2

2 + x3

3 + O(x4)
)

− x = −x2

2 + x3

3 + O(x4) = −x2

2 + O(x3).

Weiter gilt

sin x = x − x3

6 + O(x5).

Somit

x sin x = x

(
x − x3

6 + O(x5)
)

= x2 − x4

6 + O(x6) = x2 + O(x4).

Einsetzen liefert
log(1 + x) − x

x sin x
=

−x2

2 + O(x3)
x2 + O(x4) .

Wir faktorisieren x2 im Zähler und Nenner:

log(1 + x) − x

x sin x
=

x2
(
−1

2 + O(x)
)

x2 (1 + O(x2)) =
−1

2 + O(x)
1 + O(x2) .

Für x → 0 ergibt sich schließlich

L = lim
x→0

log(1 + x) − x

x sin x
= −1

2 .

Bemerkung zur Regel von l’Hôpital.

Es gilt
lim
x→0

(log(1 + x) − x) = 0, lim
x→0

x sin x = 0,

also liegt ein unbestimmter Ausdruck vom Typ 0/0 vor, und die Regel von l’Hôpital
könnte angewandt werden. Jedoch ist die Methode über Taylorentwicklungen, wie oben
gezeigt, systematischer und meist einfacher bei solchen trigonometrischen Grenzwerten.
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Solution: We use Taylor polynomials around x = 0 and keep only as many terms as
needed to determine the limit.

Recall the Taylor expansion at 0:

log(1 + x) = x − x2

2 + x3

3 + O(x4).

Therefore

log(1 + x) − x =
(

x − x2

2 + x3

3 + O(x4)
)

− x = −x2

2 + x3

3 + O(x4) = −x2

2 + O(x3).

We also know
sin x = x − x3

6 + O(x5).

Thus
x sin x = x

(
x − x3

6 + O(x5)
)

= x2 − x4

6 + O(x6) = x2 + O(x4).

Substituting,
log(1 + x) − x

x sin x
=

−x2

2 + O(x3)
x2 + O(x4) .

Factor x2 in numerator and denominator:

log(1 + x) − x

x sin x
=

x2
(
−1

2 + O(x)
)

x2 (1 + O(x2)) =
−1

2 + O(x)
1 + O(x2) .

Letting x → 0 gives
L = lim

x→0

log(1 + x) − x

x sin x
= −1

2 .

Remark on l’Hôpital’s rule.

We have
lim
x→0

(log(1 + x) − x) = 0, lim
x→0

x sin x = 0,

so the quotient is of the indeterminate form 0/0, and l’Hôpital’s rule could be applied.
However, the Taylor expansion method used above is more systematic and usually
simpler for such trigonometric limits.
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