D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Bonus 4 HS 2025

In 10 Minuten zu losen.

Aufgabe: Seien A, B C R zwei Teilmengen von R (nicht notwendigerweise Intervalle)
und sei f eine reellwertige Funktion, definiert auf A U B. Angenommen, die Ein-
schrankungen f|4 und f|p sind beide stetig. Entscheiden Sie, welche der folgenden
Aussagen wahr und welche falsch sind.

(a) f ist stetig auf AU B, falls AN B = 0.
(b) f ist stetig auf AU B, falls AN B # 0.
(c) f

) f

(d

ist stetig auf AN B.
ist wohldefiniert und stetig auf B¢nN A.

Bonus wird vergeben, wenn alle Wahr /Falsch- Aussagen korrekt entschieden
werden. Eine Begriindung der Antworten ist nicht erforderlich.

To solve in 10 minutes.

Exercise: Let A, B C R be two subsets of R (not necessarily intervals), and let f be
a real valued function defined on AU B. Assume that both restrictions f|4 and f|p
are continuous. Decide which of the following statements are true and which ones are

false.
(a) f is continuous on AU B if AN B = (.
(b) f is continuous on AU B if AN B # 0.

(c) f is continuous on AN B.
) f is well-defined and continuous on BN A.

d

Bonus is awarded when all true/false statements are decided correctly.
Your answers need not be justified.
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Losung
(a) Falsch. Wir definieren die Funktion

1, falls z <0,
f(@):= {0, falls > 0.

Dann ist f stetig auf A = (—o00,0) und auf B = [0,00), denn f(x) ist konstant
auf diesen Mengen. Aber: f ist sicher nicht stetig auf R = AU B:

e Seix, = —%. Dann gilt 2, — 0. Aber

Tim_ f(z,) = lim 1=1+#0=f(0).

Somit ist f bei x = 0 nicht stetig (Folgenstetigkeitskriterium). OJ
(b) Falsch. Wir definieren die Funktion

1, fallsz <0,
9(x) =

0, fallsxz > 0.

Dann ist g(x) stetig auf A := (—00,0) U {2}. Wir miissen Stetigkeit bei zyp = 2
zeigen. Sei ¢ > 0. Wir wihlen ¢ = 1. Dann gilt fiir alle x € A mit |z — x¢| < 1:
l9(x) = g(zo)| = |g(z0) — g(w0)| = 0 <,

weil {z € A | |z — 29| <1} = {zo}. Auf B :=[0,00) ist g(z) offensichtlich stetig
(konstant) und auBerdem A N B = {2}. Aber aus demselben Grund wie in (a)
ist g(x) nicht stetig bei z = 0 und daher nicht stetig auf AU B = R. O

(c) Das ist wahr. Einschriankungen von stetigen Funktionen sind stetig.

(d) Das ist wahr. Einschrénkungen von stetigen Funktionen sind stetig. Es gilt
B°NACA.

Solution

(a) False. Define

1, ifx <0,
x) =
/(@) {0, if 2> 0.

Then f is continuous on A = (—00,0) and on B = [0, 00), since f(x) is constant
on these sets. However, f is certainly not continuous on R = AU B:
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o Let z, := —%. Then x,, — 0, but

lim f(xy) = lim 1=1 # 0= f(0).

n— 00

Thus f is not continuous at = 0 (sequential criterion for continuity). O

(b) False. Define
1, ifx <0,

9(@) = {0, if >0,

Then g(z) is continuous on A := (—00,0) U{2}. We must check continuity at
xo = 2. Let € > 0. Choose § = 1. Then for all x € A with |z — z¢| < 1 we have
l9(x) = g(wo)| = |g(20) — g(w0)| = 0 <,

because {z € A | |x — zo| < 1} = {zp}. On B := [0,00) the function g(z) is
clearly continuous (constant) and AN B = {2}. But for the same reason as in
(a), g(z) is not continuous at = = 0, hence not continuous on AUB =R. O

(c) This is true. Restrictions of continuous functions are continuous.

(d) This is true. Restrictions of continuous functions are continuous. Note that
B°NACA.



