D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Bonus 5 HS 2025

In 10 Minuten zu losen.

Aufgabe: Erinnern Sie sich, dass das Quotientenkriterium von d’Alembert die
Konvergenz einer Reihe untersucht, indem es das Verhalten des Verhéltnisses aufeinan-
derfolgender Glieder betrachtet, wenn n gegen unendlich geht.

Betrachten Sie die Reihe

o nn
5= Z 2!’
n=1
Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr und welche falsch sind.

(a) Nach dem Quotientenkriterium von d’Alembert folgt, dass die Reihe S konver-
gent ist. Dieses Kriterium liefert jedoch nicht den genauen Wert von S.

(b) Nach dem Quotientenkriterium von d’Alembert folgt, dass die Reihe S konver-
gent ist. Auflerdem liefert dieses Kriterium den Wert S = 5.

(c) Das Quotientenkriterium von d’Alembert entscheidet nicht, ob S konvergent
oder divergent ist.

(d) Nach dem Quotientenkriterium von d’Alembert folgt, dass die Reihe divergent
ist.

Hinweis: Erinnern Sie sich daran, dass die Zahl e definiert ist durch

1 n
e:= lim <1 + ) .
n—00 n

Bonus wird vergeben, wenn alle Wahr /Falsch- Aussagen korrekt entschieden
werden. Eine Begriindung der Antworten ist nicht erforderlich.
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To solve in 10 minutes.

Exercise: Recall that D’Alembert’s Quotient Criterion investigates the convergence
of a series by looking at the behavior of the ratio between consecutive terms as n
tends to infinity.

Consider the series

(e.9] nn
5= Z 2np!”
n=1
Decide which of the following statements are true and which ones are false.

(a) By d’Alembert’s Quotient Criterion, we get that the series S is convergent.
However, this criterion does not tell us the exact value of S.

(b) By d’Alembert’s Quotient Criterion, we get that the series S is convergent.
Furthermore, this criterion tells us that S = 5.

(c) D’Alembert’s Quotient Criterion does not decide whether S is convergent or
divergent.

(d) By d’Alembert’s Quotient Criterion, we get that the series is divergent.

Hint: Recall that the number e is defined as

1 n
e:= lim <1 + > .
n—00 n

Bonus is awarded when all true/false statements are decided correctly.
Your answers need not be justified.
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Losung. Nur (d) ist wahr; (a), (b), (¢) sind falsch.
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Berechnen wir den Quotienten:
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Daher gilt
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L := lim CLnﬂ:flim (1—|—> =E>1.
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Nach dem Quotientenkriterium (d’Alembert) divergiert die Reihe Y 77 ; a,, da L > 1.
Solution. Only (d) is true; (a), (b), (¢) are false.
Let
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Compute the ratio:

ant1  (n4+D" 2"l 1 (n4+ 1)

(3)
= = —(1+— .
an 2ntl(p+ 1) nm 2 n" 2 n

Hence

By d’Alembert’s ratio test, since L > 1, the series > o> a, diverges.



