D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Bonus 6 HS 2025

In 10 Minuten zu losen.

Aufgabe: Sei f : R — R eine stetige Funktion. Es sei angenommen, dass f die
folgende Eigenschaft besitzt:

flzx+n)> f(x), firalleneN\{0}=1{1,2,3,...},z€R.
Was konnen wir iiber f schlieflen?
(a) Es folgt, dass f streng monoton wachsend ist.
(b) Es folgt, dass lim,_,~ f(z) = +0c0.
(c) Es folgt, dass f keine konstante Funktion ist.
(d) Es existiert keine stetige Funktion f: R — R mit dieser Eigenschaft.

Bonus wird vergeben, wenn alle Wahr /Falsch-Aussagen korrekt entschieden
werden. Eine Begriindung der Antworten ist nicht erforderlich.

To solve in 10 minutes.

Exercise: Let f: R — R be a continuous function. Assume that f has the following
property:

fx+n)> f(x), forallneN\{0}=1{1,2,3,...},z€R.
What can we conclude about f7
(a) It follows that f is strictly increasing.
(b) It follows that lim, o0 f(x) = 400.
(c) It follows that f is not a constant function.
)

(d) There exists no continuous function f : R — R with such a property.

Bonus is awarded when all true/false statements are decided correctly.
Your answers need not be justified.
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Losung.

(a) Falsch. Die Funktion
f(z) = sin(27z) + arctan(z)

ist stetig und erfiillt die Bedingung, ist jedoch nicht streng monoton steigend.
(b) Falsch. Die Funktion f aus Teil (a) ist beschréankt.

(c) Wahr. Die Bedingung impliziert, dass f(1) > f(0) gilt, was konstante Funktionen
ausschlief3t.

(d) Falsch, zum Beispiel f aus Teil (a).
Solution.

(a) False. The function

f(z) = sin(27z) + arctan(z)
is continuous and satisfies the condition, but it is not strictly increasing.
(b) False. The function f from part (a) is a bounded function.

(¢) True. The condition implies that f(1) > f(0), which prohibits constant func-
tions.

(d) False, for example f in part (a).



