D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Bonus 7 HS 2025

In 10 Minuten zu losen.

Aufgabe: Sei > 72 ja,x™ eine Potenzreihe. Zur Erinnerung definieren wir
p = limsup {/|an],
n—oo

und den Konvergenzradius als das Inverse R = 1/p.

Berechnen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

i( n2+\f—n>n(\/m+\/%)n z".
n=1
R—

Bonus wird vergeben, wenn Ihre Antwort exakt der richtigen Antwort
entspricht.
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To solve in 10 minutes.

Exercise: Let > o2 ;a,x™ be a power series. Recall that we define
p = limsup {/|an],
n—oo

and the radius of convergence as the inverse R = 1/p.

Compute the radius of convergence of the power series

i ( n2—|—f—n>n(\/n+1+\/%)n ",
n=1
R—

Bonus is awarded when your answer matches exactly the correct answer.
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Losung. Wir betrachten die Folge

xn:( n2+\/ﬁ—n> (\/m+\/%)

Zunéachst schreiben wir den ersten Faktor in rationalisierter Form:

n?+vn—n= (* + vm) — 0 _

NG
N V2 +vn+n N ,/n2+\/ﬁ+n'

Da

\/n2 +Vn = n\/l +n3/2 =n+4+0(n~?),
gilt
n? 4+ v/n+n~2n.

Somit folgt
1
2 — ~N —,
nZ+vn—n NG

Fiir den zweiten Faktor gilt

Vi T+vV2n ~ (VI+V2)v/n = (1+V2)V/n.

Daher ergibt sich

1 1++2
~—-(1 2 = .
T NG (1+vV2)vn 5
Also lautet der Grenzwert
. 14++v2
lim x, = .
n—00 2

Daher lautet die endgiiltige Antwort

R =

1+v2

Solution. Consider the sequence

Ty = (\/n2+\/ﬁ—n> (\/m+m)
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We begin by rationalizing the first factor:

2 2
n2+\/ﬁ—n:(n v —n = vn .
n?+n+n  \/nP+yn+n
Since
\/n2—|—\/ﬁ:n\/l—kn—S/Q:n—i—O(n’l/z),
we have
n? 4+ v/n+n~2n.
Thus,
1
2 e~
n24++/n—n NG

For the second factor,

Vn+14+V2n~ (V1I+V2)vn=(1+V2)V/n.

Therefore,
1 1+v2
~—"-(1 2 = .
ey (1+v2)vn 5
Hence the limit is
i o LTV2
LS
Therefore, the final answer is
R_ 2
14+ V2



