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In 10 Minuten zu lösen.

Aufgabe: Sei a ∈ R und sei f : R → R definiert durch

f(x) = (x2 + 1)a.

Welche der folgenden Aussagen über f ist richtig?

(a) Für alle a ∈ R ist f auf R von Klasse C∞.

(b) Für alle a > 0 ist f auf (0, +∞) monoton steigend.

(c) Für alle a ≥ 1
2 ist f auf R konvex.

(d) Für alle a ∈ R besitzt f ein lokales Minimum bei x = −1.

Bonus wird vergeben, wenn alle Wahr/Falsch-Aussagen korrekt entschieden
werden. Eine Begründung der Antworten ist nicht erforderlich.

To solve in 10 minutes.

Exercise: Let a ∈ R and let f : R → R be defined by

f(x) = (x2 + 1)a.

What is true about f?

(a) For all a ∈ R, f is C∞ on R.

(b) For all a > 0, f is increasing on (0, +∞).

(c) For all a ≥ 1
2 , f is convex on R.

(d) For all a ∈ R, f has a local minimum at x = −1.

Bonus is awarded when all true/false statements are decided correctly.
Your answers need not be justified.
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Lösung.

(a)

Für jedes x ∈ R gilt x2 + 1 > 0. Daher ist f eine Verkettung von C∞-Funktionen und
somit selbst eine C∞-Funktion. Also ist (a) wahr.

(b)

Wir berechnen die Ableitung:

f ′(x) = a(x2 + 1)a−1 · 2x = 2ax(x2 + 1)a−1.

Für x > 0 sind sowohl x > 0 als auch (x2 + 1)a−1 > 0, also hat f ′(x) das gleiche
Vorzeichen wie a.

Falls a > 0, so gilt f ′(x) > 0 für alle x > 0, und damit ist f streng monoton steigend
auf (0, ∞).

Damit ist (b) wahr.

(c)

Wir berechnen die zweite Ableitung. Aus

f ′(x) = 2ax(x2 + 1)a−1

folgt

f ′′(x) = 2a(x2 + 1) a−1 + 2ax(a − 1)(x2 + 1)a−2 · 2x

= 2a(x2 + 1)a−2[
(x2 + 1) + 2(a − 1)x2]

= 2a(x2 + 1)a−2(
1 + (2a − 1)x2)

.

Da (x2 + 1)a−2 > 0 für alle x ist, bestimmt das Vorzeichen von

a
(
1 + (2a − 1)x2)

das Vorzeichen von f ′′(x).

Falls a ≥ 1
2 , so ist 2a − 1 ≥ 0 und daher

1 + (2a − 1)x2 ≥ 1 > 0.

Damit gilt für a > 1
2 : a > 0 und f ′′(x) > 0 für alle x, also ist f streng konvex. Für

a = 1
2 gilt

f(x) = (x2 + 1)1/2, f ′′(x) = 1
(x2 + 1)3/2 > 0,
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also ebenfalls konvex.

Folglich ist f für alle a ≥ 1
2 konvex auf R.

Damit ist (c) wahr.

(d)

Wir haben
f ′(x) = 2ax(x2 + 1)a−1.

Damit gilt
f ′(−1) = 2a(−1) · (1 + (−1)2)a−1 = −2a · 2a−1.

Dieser Wert ist genau dann 0, wenn a = 0 ist. Für a ≠ 0 ist f ′(−1) ̸= 0, also ist
x = −1 kein kritischer Punkt und kann daher kein lokales Minimum sein.

Somit ist (d) falsch.

Solution.

(a)

For every x ∈ R we have x2 + 1 > 0. Therefore f is a composition of C∞ functions
and thus a C∞ function. So (a) is true.

(b)

Compute the derivative:

f ′(x) = a(x2 + 1)a−1 · 2x = 2ax(x2 + 1)a−1.

For x > 0, the factor x > 0 and (x2 + 1)a−1 > 0, so the sign of f ′(x) is the sign of a.

If a > 0, then f ′(x) > 0 for all x > 0, so f is strictly increasing on (0, ∞).

Thus (b) is true.

(c)

We compute the second derivative. From

f ′(x) = 2ax(x2 + 1)a−1
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we obtain

f ′′(x) = 2a(x2 + 1)a−1 + 2ax(a − 1)(x2 + 1)a−2 · 2x

= 2a(x2 + 1)a−2[
(x2 + 1) + 2(a − 1)x2]

= 2a(x2 + 1)a−2(
1 + (2a − 1)x2)

.

Since (x2 + 1)a−2 > 0 for all x, the sign of f ′′(x) is the sign of

a
(
1 + (2a − 1)x2)

.

If a ≥ 1
2 , then 2a − 1 ≥ 0, so for all x,

1 + (2a − 1)x2 ≥ 1 > 0.

Hence for a > 1
2 we have a > 0 and f ′′(x) > 0 for all x, so f is (strictly) convex. For

a = 1
2 we have

f(x) = (x2 + 1)1/2, f ′′(x) = 1
(x2 + 1)3/2 > 0,

also convex.

Therefore, for all a ≥ 1
2 , the function f is convex on R.

So (c) is true.

(d)

We have
f ′(x) = 2ax(x2 + 1)a−1.

Then
f ′(−1) = 2a(−1) · (1 + (−1)2)a−1 = −2a · 2a−1.

This is 0 if and only if a = 0. For a ̸= 0, f ′(−1) ̸= 0, so x = −1 is not a critical point
and cannot be a local minimum.

So (d) is false.
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