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In 10 Minuten zu lösen.

Aufgabe: Sei I = [a, b] ein kompaktes, nichtleeres Intervall und seien f und g zwei
reellwertige Funktionen auf I. Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche
sind falsch?

(a) Wenn f eine Treppenfunktion ist und g auf I monoton ist, dann ist f + g auf I
Riemann-integrierbar.

(b) Wenn f auf I Riemann-integrierbar ist, dann ist f auf I stetig.

(c) Wenn sowohl f als auch g Treppenfunktionen sind und f + g auf I konstant ist,
dann sind sowohl f als auch g auf I konstant.

(d) Wenn f und g auf I nicht Riemann-integrierbar sind, dann ist f + g auf I nicht
Riemann-integrierbar.

Bonus wird vergeben, wenn alle Wahr/Falsch-Aussagen korrekt entschieden
werden. Eine Begründung der Antworten ist nicht erforderlich.

To solve in 10 minutes.

Exercise: Let I = [a, b] be a compact non-empty interval, and let f and g be two
real-valued functions on I. Which of the following statements are true and which
ones are false?

(a) If f is a step function and g is monotone on I, then f + g is Riemann integrable
on I.

(b) If f is Riemann integrable on I, then f is continuous on I.

(c) If both f and g are step functions and f + g is constant on I, then both f and
g are constant on I.

(d) If f and g are not Riemann integrable on I, then f +g is not Riemann integrable
on I.

Bonus is awarded when all true/false statements are decided correctly.
Your answers need not be justified.
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Lösung.

(a) Wahr. Eine Treppenfunktion auf einem kompakten Intervall ist per Definition
Riemann-integrierbar. Eine monotone Funktion auf einem kompakten Intervall
ist ebenfalls Riemann-integrierbar (nach Satz 6.29). Die Summe zweier Riemann-
integrierbarer Funktionen ist wieder Riemann-integrierbar (Satz 6.20).

(b) Falsch. Riemann-Integrierbarkeit impliziert keine Stetigkeit: nichtkonstante
Treppenfunktionen auf abgeschlossenen Intervallen sind unstetig und dennoch
Riemann-integrierbar.

(c) Falsch. Es ist möglich, dass zwei nichtkonstante Treppenfunktionen zu einer
konstanten Funktion addieren. Sei I = [0, 1] und definiere

f(x) :=
{

1, 0 ≤ x < 1
2 ,

0, 1
2 ≤ x ≤ 1,

g(x) :=
{

−1, 0 ≤ x < 1
2 ,

0, 1
2 ≤ x ≤ 1.

Dann sind f und g Treppenfunktionen, und

(f + g)(x) = 0 für alle x ∈ [0, 1],

also ist f + g konstant. Jedoch ist weder f noch g konstant.

(d) Falsch. Zwei nicht integrierbare Funktionen können sich zu einer integrierbaren
Funktion summieren.

Gegenbeispiel: Auf I = [0, 1] sei

f(x) :=
{

1, x ∈ Q,

0, x /∈ Q,
g(x) := −f(x).

Sowohl f als auch g sind nirgends stetig und keine von beiden ist Riemann-
integrierbar (ihre unteren und oberen Summen stimmen nicht überein). Dennoch
gilt

(f + g)(x) = 0 für alle x ∈ [0, 1],

und die Nullfunktion ist Riemann-integrierbar.

Solution.

(a) True. A step function on a compact interval is Riemann integrable by definition.
A monotone function on a compact interval is also Riemann integrable (by
Theorem 6.29). The sum of two Riemann integrable functions is again Riemann
integrable (Theorem 6.20).
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(b) False. Riemann integrability does not imply continuity: non-constant step
functions on closed intervals are discontinuous and Riemann integrable.

(c) False. It is possible for two non-constant step functions to sum to a constant.
Take I = [0, 1] and define

f(x) :=
{

1, 0 ≤ x < 1
2 ,

0, 1
2 ≤ x ≤ 1,

g(x) :=
{

−1, 0 ≤ x < 1
2 ,

0, 1
2 ≤ x ≤ 1.

Then f and g are step functions, and

(f + g)(x) = 0 for all x ∈ [0, 1],

so f + g is constant. However, neither f nor g is constant.

(d) False. Two non-integrable functions can sum to an integrable function.

Counterexample: On I = [0, 1] let

f(x) :=
{

1, x ∈ Q,

0, x /∈ Q,
g(x) := −f(x).

Both f and g are nowhere continuous, and neither is Riemann integrable (their
lower and upper sums disagree). However,

(f + g)(x) = 0 for all x ∈ [0, 1],

and the zero function is Riemann integrable.
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