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In 10 Minuten zu lösen.

Aufgabe: Seien a < b reelle Zahlen und sei f : [a, b] → R eine Funktion. Wir
betrachten zwei Folgen von Funktionen (ℓn)n∈N und (un)n∈N mit den folgenden
Eigenschaften:

• Für alle n ∈ N sind ℓn : [a, b] → R und un : [a, b] → R Treppenfunktionen.

• Für alle n ∈ N gilt ℓn ≤ f ≤ un.

• Für jedes n ∈ N gilt ∫ b

a

(
un(x) − ℓn(x)

)
dx <

1
n

.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche falsch?

(a) Es folgt, dass f auf [a, b] Riemann-integrierbar ist.

(b) Es folgt, dass ℓn gleichmäßig gegen f konvergiert und un gleichmäßig gegen f
konvergiert.

(c) Es folgt, dass für alle n, m ∈ N gilt:∫ b

a
ℓn(x) dx ≤

∫ b

a
um(x) dx.

(d) Es folgt, dass f eine Treppenfunktion ist, weil f der punktweise Grenzwert von
Folgen von Treppenfunktionen ist.

Bonus wird vergeben, wenn alle Wahr/Falsch-Aussagen korrekt entschieden
werden. Eine Begründung der Antworten ist nicht erforderlich.
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To solve in 10 minutes.

Exercise: Let a < b be real numbers and let f : [a, b] → R be a function. We consider
two sequences of functions, (ℓn)n∈N, (un)n∈N, with the following properties:

• For all n ∈ N, ℓn : [a, b] → R and un : [a, b] → R are step functions.

• For all n ∈ N, ℓn ≤ f ≤ un.

• For every n ∈ N, it holds that∫ b

a
(un(x) − ℓn(x)) dx <

1
n

.

Which of the following statements are true and which ones are false?

(a) It follows that f is Riemann-integrable on [a, b].

(b) It follows that ℓn converges to f uniformly on [a, b] and un converges to f
uniformly on [a, b].

(c) It follows that for all n, m ∈ N,∫ b

a
ℓn(x) dx ≤

∫ b

a
um(x) dx.

(d) It follows that f is a step function, because f is the pointwise limit of sequences
of step functions.

Bonus is awarded when all true/false statements are decided correctly.
Your answers need not be justified.
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Lösung.

(a) Wahr, nach Proposition 6.16.

(b) Falsch. Betrachte [a, b] = [0, 1] und definiere

f(x) := 0 für alle x ∈ [0, 1].

Setze
ℓn(x) := 0 für alle x ∈ [0, 1],

und definiere un durch

un(x) :=

1, x ∈ [0, 1
n),

0, x ∈ [ 1
n , 1].

Dann gilt:

• ℓn und un sind für jedes n Treppenfunktionen.

• Für alle x ∈ [0, 1] gilt ℓn(x) = 0 ≤ f(x) = 0 ≤ un(x).

• Die Integralforderung ist erfüllt:∫ 1

0
(un(x) − ℓn(x)) dx =

∫ 1

0
un(x) dx =

∫ 1/n

0
1 dx = 1

n
<

1
n

+ 0.

Wir haben, dass un → 0 punktweise, aber die Konvergenz ist nicht gleichmäßig,
denn

sup
x∈[0,1]

|un(x) − f(x)| = sup
x∈[0,1]

un(x) = 1

für alle n ∈ N.

(c) Wahr: Für jedes x ∈ [a, b] gilt ℓn(x) ≤ f(x) ≤ um(x), also∫ b

a
ℓn(x) dx ≤

∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
um(x) dx.

Dies gilt für alle m, n ∈ N, daher ist die Aussage richtig.

(d) Falsch. Treppenfunktionen sind im Allgemeinen nicht unter punktweisen Gren-
zwerten abgeschlossen. Zum Beispiel auf [0, 1] sei ℓn(x) = ⌊nx⌋/n. Dann gilt
ℓn(x) → x punktweise, aber x ist keine Treppenfunktion.

Solution.
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(a) True, by Proposition 6.16.

(b) False. Take [a, b] = [0, 1] and define

f(x) := 0 for all x ∈ [0, 1].

Let
ℓn(x) := 0 for all x ∈ [0, 1],

and define un by

un(x) :=

1, x ∈ [0, 1
n),

0, x ∈ [ 1
n , 1].

Then:

• ℓn and un are step functions for each n.

• For all x ∈ [0, 1], we have ℓn(x) = 0 ≤ f(x) = 0 ≤ un(x).

• The integral condition holds:∫ 1

0
(un(x) − ℓn(x)) dx =

∫ 1

0
un(x) dx =

∫ 1/n

0
1 dx = 1

n
<

1
n

+ 0.

We have that un → 0 pointwise but the convergence is not uniform, since

sup
x∈[0,1]

|un(x) − f(x)| = sup
x∈[0,1]

un(x) = 1

for all n ∈ N.

(c) True: For every x ∈ [a, b], we have ℓn(x) ≤ f(x) ≤ um(x), hence∫ b

a
ℓn(x) dx ≤

∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
um(x) dx.

This holds for all m, n ∈ N, so the statement is true.

(d) False. Step functions need not be closed under pointwise limits. For instance,
on [0, 1], let ℓn(x) = ⌊nx⌋/n. Then ℓn(x) → x pointwise, but x is not a step
function.
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