D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Ubungsblatt 12 HS 2025

Grundlegende Aufgaben — versuchen Sie unbedingt, diese zu
Iosen und die Losungen zu verstehen

Aufgabe 1. (%) Berechnen Sie die Taylor-Approximationen der folgenden Funktionen
bei x = 0 bis zur vierten Ordnung. Geben Sie die Fehlerterme und die Little-o- und
Big—O—Schreibweise genau an.

a) f(#) =1

b) flx) = ( )

¢) f(z) = cos*(x)
d) f(z) =log(1+z)

Aufgabe 2. (xx) Verwenden Sie geeignete Taylor-Polynome, um die Grenzwerte im
Ursprung

lim f(x),

z—0

der folgenden Funktionen zu berechnen:

(a) fla) = 1g(lt_n;s)
(b) f(z) = m

(c) flz)= e“f—sj;%

(d) flx)= W

(e) flx)= COS:in_(;)xQ/Q

() fla) = SR 22 — LS
(8) flz)= afctanw);;s(x?) —
) Sy = )=

(i) f(z) xﬁj‘\’fﬁ%)
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Aufgabe 3. (MC) Sei I = [a,b] ein nicht-leeres kompaktes Intervall. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?

(a) Alle auf I differenzierbaren Funktionen sind beschrankt.
(b
(c

(d) Nach dem Fundamentalsatz der Analysis sind alle Riemann-integrierbaren
Funktionen auf I differenzierbar.

Alle beschriankten Funktionen auf I sind Riemann-integrierbar.

Alle differenzierbaren Funktionen auf I sind Riemann-integrierbar.

)
)
)
)

Aufgabe 4. (xx) Losen Sie nach der unbekannten Funktion u(z) in den folgenden
Differentialgleichungen. Wo ist die Losung definiert?

Lo/ (z)+2% u(z) =0

2. u'(x) = ff;é
3. u(x) + € u(xr) = —2e*
4. o/ (z) + UT‘T) =22

Weitere Aufgaben

Aufgabe 5. (MC aus fritherer Priifung) Es gilt

Aufgabe 6. (*) Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke, welche die Gammafunktion
I' enthalten.

) 60L(5)
T(7)
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b) [° 2zte! ™" dx

Aufgabe 7. (xx) Sei f :[0,1] — [0,1] die Funktion f(z) = x. Wir wissen, dass f auf
[0, 1] Riemann-integrierbar ist und

/Olf(a:)da:: %

Wir méchten f durch Treppenfunktionen approximieren. Dazu fixieren wir n € N =
{1,2,3,...} und zerlegen

n—1
0,1] = U [k‘ k+1

k=0

) u {1},

)
n n

Fiir jedes n € N = {1,2,3,...} betrachten wir die Folge von Treppenfunktionen
ly : [0,1] — [0,1] (indiziert durch n)

lp(z) =

%, falls « im Intervall {%, %) liegt,
1, fallsz=1.

Sei

N = min {n EN: /Ol(f(x) — lp(2)) da < 110}

Berechnen Sie den Wert von N.

Aufgabe 8. (x x %) Seien f und g Funktionen, die bis zur Ordnung n auf einem
offenen Intervall, das 0 enthélt, differenzierbar sind, mit g(0) = 0. Es sei angenommen,
dass g eine Taylorentwicklung der Ordnung n bei 0 besitzt,

(k)
o) = 3 et ola”),

und dass f eine Taylorentwicklung der Ordnung n bei 0 besitzt,

n_ (k)
f(x)zzf (O)xk—l-o(x").

!
= K

(a) Zeigen Sie, dass
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(b) Verwenden Sie die Taylorentwicklung von g, um zu beweisen, dass

(¢) Schliefen Sie daraus, dass das Taylorpolynom vom Grad n der Komposition
f og bei 0 durch Komposition der Taylorpolynome von f und g bis auf einen
Fehlerterm o(z™) erhalten werden kann.



