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Grundlegende Aufgaben – versuchen Sie unbedingt, diese zu
lösen und die Lösungen zu verstehen

Aufgabe 1. (∗) Berechnen Sie die Taylor-Approximationen der folgenden Funktionen
bei x = 0 bis zur vierten Ordnung. Geben Sie die Fehlerterme und die Little-o- und
Big-O-Schreibweise genau an.

a) f(x) = 1
1−x

b) f(x) = cos(x)

c) f(x) = cos2(x)

d) f(x) = log(1 + x)

Aufgabe 2. (∗∗) Verwenden Sie geeignete Taylor-Polynome, um die Grenzwerte im
Ursprung

lim
x→0

f(x),

der folgenden Funktionen zu berechnen:

(a) f(x) = x − tan x

log(1 − x3)

(b) f(x) = 1 − cos(x2)
arcsin(x4)

(c) f(x) = ex − x − cos x

sin3 x

(d) f(x) = (1 − cos x)3

sin(x6)

(e) f(x) = cos x − e−x2/2

sin(x4)

(f) f(x) =
(sin x − x)2 − 1

36x6

x8

(g) f(x) = arctan(x) cos(x2) − x

x3

(h) f(x) = sin(x2) − sin2(x)
x4

(i) f(x) = x + log(1 − x)
1 −

√
1 − x2

1



d-math
Prof. Alessio Figalli

Analysis I: one Variable
Übungsblatt 12

ETH Zürich
HS 2025

Aufgabe 3. (MC) Sei I = [a, b] ein nicht-leeres kompaktes Intervall. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?

(a) Alle auf I differenzierbaren Funktionen sind beschränkt.

(b) Alle beschränkten Funktionen auf I sind Riemann-integrierbar.

(c) Alle differenzierbaren Funktionen auf I sind Riemann-integrierbar.

(d) Nach dem Fundamentalsatz der Analysis sind alle Riemann-integrierbaren
Funktionen auf I differenzierbar.

Aufgabe 4. (∗∗) Lösen Sie nach der unbekannten Funktion u(x) in den folgenden
Differentialgleichungen. Wo ist die Lösung definiert?

1. u′(x) + x2 · u(x) = 0

2. u′(x) = u(x)
1+x2

3. u′(x) + ex · u(x) = −2ex

4. u′(x) + u(x)
x = x2

Weitere Aufgaben

Aufgabe 5. (MC aus früherer Prüfung) Es gilt

∫
x ln(x) sin(x) dx = . . .

(a) −x ln(x) cos(x) + ln(x) sin(x) + sin(x) −
∫ sin(x)

x dx.

(b) x ln(x) cos(x) + ln(x) sin(x) + sin(x).

(c) x ln(x) cos(x) + ln(x) sin(x) + sin(x) +
∫ sin(x)

x dx.

(d) x ln(x) cos(x) + ln(x) sin(x) − sin(x).

Aufgabe 6. (∗) Berechnen Sie die folgenden Ausdrücke, welche die Gammafunktion
Γ enthalten.

a) 60Γ(5)
Γ(7)
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b)
∫ ∞

0 2x4e1−x dx

Aufgabe 7. (∗∗) Sei f : [0, 1] → [0, 1] die Funktion f(x) = x. Wir wissen, dass f auf
[0, 1] Riemann-integrierbar ist und∫ 1

0
f(x) dx = 1

2 .

Wir möchten f durch Treppenfunktionen approximieren. Dazu fixieren wir n ∈ N =
{1, 2, 3, . . . } und zerlegen

[0, 1] =
n−1⋃
k=0

[
k

n
,
k + 1

n

)
∪ {1}.

Für jedes n ∈ N = {1, 2, 3, . . . } betrachten wir die Folge von Treppenfunktionen
ℓn : [0, 1] → [0, 1] (indiziert durch n)

ℓn(x) =


k
n , falls x im Intervall

[
k
n , k+1

n

)
liegt,

1, falls x = 1.

Sei
N := min

{
n ∈ N :

∫ 1

0
(f(x) − ℓn(x)) dx <

1
10

}
.

Berechnen Sie den Wert von N .

Aufgabe 8. (∗ ∗ ∗) Seien f und g Funktionen, die bis zur Ordnung n auf einem
offenen Intervall, das 0 enthält, differenzierbar sind, mit g(0) = 0. Es sei angenommen,
dass g eine Taylorentwicklung der Ordnung n bei 0 besitzt,

g(x) =
n∑

k=0

g(k)(0)
k! xk + o(xn),

und dass f eine Taylorentwicklung der Ordnung n bei 0 besitzt,

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k! xk + o(xn).

(a) Zeigen Sie, dass

f(g(x)) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k! g(x)k + o(g(x)n).
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(b) Verwenden Sie die Taylorentwicklung von g, um zu beweisen, dass

f(g(x)) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

 n∑
j=0

g(j)(0)
j! xj

k

+ o(xn).

(c) Schließen Sie daraus, dass das Taylorpolynom vom Grad n der Komposition
f ◦ g bei 0 durch Komposition der Taylorpolynome von f und g bis auf einen
Fehlerterm o(xn) erhalten werden kann.
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