D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Ubungsblatt 13 HS 2025

Grundlegende Aufgaben — versuchen Sie unbedingt, diese zu
Iosen und die Losungen zu verstehen

Aufgabe 1. (Alte Prifungsaufgabe) Losen Sie das Anfangswertproblem

{y’ = ay’ +,
y(0) =1.

Aufgabe 2. (Alte Prifungsaufgabe) Finden Sie die Losung y: I — R des An-
fangswertproblems

Aufgabe 3. (Alte Priifungsaufgabe) Finden Sie alle Losungen y: R — R der
Differenzialgleichung
y =e"Y,

die auf ganz R definiert sind.

Aufgabe 4. (xx) Losen Sie die folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen
(ODEs):
a) v’ (z) +u(x) = sin(2z), u(0) =0, o/(0)=1.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Losung der Form a sin(2z) + b cos(2x).
b) u”(z) + 4u(z) = cos(2x), u(0) =1, 4/(0)=0.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Losung der Form ax cos(2z) +
bx sin(2z).
c) u'(z) +u'(z) — 2u(z) = 22, uw(0) =2, 4/(0)=1.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Losung der Form ax? + bx + c.
d) u"’(z) + 2u/(x) — 3u(x) = cos(x) + z, u(0) =1, «/(0)=1.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Losung der Form asin(z) + bcos(z) +
cr+d.
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Weitere Aufgaben

Aufgabe 5. (Alte Priifungsaufgabe) Betrachten Sie die folgende Differentialgleichung
fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen u : Ryg — R:

zu’ () + 2u' (z) + w?zu(z) = 0,

wobei w > 0 eine fixe Konstante bezeichnet. Finden Sie alle beschriankten Lésungen
dieser Differentialgleichung.

Tipp: Betrachten Sie die Funktion v(z) = x u(z).

Aufgabe 6. (Alte Priiffungsaufgabe) Finden Sie die allgemeine Losung der Differen-

tialgleichung
y =YtV x? +y?
T 9

fir > 0.

Hinweis: Verwenden Sie die Substitution u = y/x.

Differentialgleichungen mit Potenzreihen In den folgenden zwei Aufgaben wollen
wir eine neue Technik kennen lernen, wie wir Losungen zu gewissen Differentialgle-
ichungen finden kénnen. Die Idee ist die Funktion als Taylorreihe zu schreiben, Term
fiir Term abzuleiten, dies dann in die Differentialgleichung einzusetzen und daraus
Bedingungen fiir die Koeffizienten herzuleiten.

Konkreter, gehen wir wie folgt vor:

1. Wir nehmen an, die Losung y(z) einer Differentialgleichung kann als Taylorreihe
geschrieben werden, also

(e}
y(x) = Z anz".
n=0

2. Wir differenzieren die Taylorreihe Term fiir Term und erhalten

und
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3. Wir setzen dies in die Differentialgleichung ein und vereinfachen (insbesondere
miissen wir vielleicht die Indizes der Reihen neu definieren).

4. Wir vergleichen die Koeffizienten mit gleichen Potenzen von x um Werte fiir a,
zu bestimmen.

5. Wir setzen die Koeflizienten wieder in die Taylorreihe ein.

Aufgabe 7. (xx*x*) Verwenden Sie das Losungsverfahren mit der Taylorreihe um eine
Losung der Differentialgleichung

Y (z) + 20y(z) = 0

zu finden. Kennen Sie eine Funktion deren Taylorreihe genau jene ist die Sie als
Losung erhalten haben? Uberpriifen Sie dass ihre Losung stimmt indem Sie diese
Funktion in die Differentialgleichung einsetzen.

Hinweis: Falls Sie keine solche Funktion kennen, 16sen Sie die Differentialgleichung mit
Separation der Variablen und kontrollieren Sie dass die Losungen iibereinstimmen.

Aufgabe 8. (xxx*) (Bessel Gleichung mit o« = 0) Finden Sie eine Losung fiir die
Differentialgleichung

a:2y”+xy'+x2y:O.

Bemerkung: Dies ist die DGL von Beispiel 8.2, Punkt 4 fiir o = 0.



