D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Ubungsserie 1 HS 2025

Aufgabe 1. Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion die folgenden Identitaten fiir
ganze Zahlen n > 1:

1
a) 1+2—|—...+n:n(n2+),

by B+25+. . +nd=(1+2+...+n)%

Aufgabe 2. Zeichnen Sie V' Punkte auf ein Blatt Papier. Verbinden Sie die Punkte
mit Linien, die unterschiedliche Endpunkte haben und sich (aufier in Endpunkten)
nicht schneiden, so dass die Zeichnung zusammenhéngend ist; d. h. es gibt entlang
der gezeichneten Linien von jedem Punkt zu jedem anderen einen Weg. Sei E die
Anzahl der Linien und F die Anzahl der Bereiche, in die die Linien das Blatt zerlegen.
Berechnen Sie fiir verschiedene Beispiele

V-E+F

und formulieren Sie eine Vermutung. Beweisen Sie diese Vermutung per Induktion.

Aufgabe 3. Finden Sie eine Relation auf den natiirlichen Zahlen N, die die folgenden
Eigenschaften erfillt:

a) nur die Symmetrie,
b) die Transitivitat (und die Antisymmetrie),

c) die Reflexivitdt und die Transitivitét, aber nicht die Symmetrie.

Aufgabe 4. Sei (X, <) eine geordnete Menge. Existiert ein m € X mit z < m fir
alle z € X, so heiit m ein Maximum von X. Uberzeugen Sie sich davon, dass X
hochstens ein Maximum besitzen kann.

Aufgabe 5. Wir betrachten die Menge aller Punkte auf einem Kreis in der Ebene
R2. Fiir zwei Punkte P und Q definieren wir P < @, falls P = Q gilt oder der Bogen
von P nach @ in gegenldufiger (mathematisch positiver) Richtung (streng) kiirzer ist
als der Bogen von () nach P in derselben Richtung.
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Ist die so definierte Relation eine Ordnungsrelation auf den Punkten des Kreises?
Kann es tiberhaupt eine Ordnungsrelation auf dieser Menge geben?

Aufgabe 6. Sei So die Menge aller Permutationen der Menge {1,2}. Das heifit, zu
einer Menge mit zwei Elementen, 1 und 2, betrachten wir die méglichen Umordnungen:

id (nichts tun, Reihenfolge {1,2} beibehalten)
(12) (1 und 2 vertauschen, ergibt {2,1})
(a) Ist Sy = {id, (1 2)} eine Gruppe? Ist sie kommutativ?
(b) Sei Sy die Menge aller Permutationen der Menge {1,2,3,4}. Ist Sy eine kom-

mutative Gruppe?



