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Aufgabe 1. Wir „zeigen“, dass alle Elefanten rosarot sind, auf folgende Weise.
„Beweis“ durch Induktion über die Anzahl der Elefanten: Für 0 Elefanten ist die
Behauptung korrekt. Nehmen wir induktiv an, dass in jeder Menge die aus n Elefanten
besteht, alle Elefanten rosarot sind. Sei X eine Menge mit n+1 Elefanten und nehmen
wir einen Elefanten E heraus. Die restlichen n Elefanten sind alle rosarot nach der
Induktionsannahme. Wir können E so wählen dass er rosarot ist: Falls er nicht rosarot
wäre, ersetzen wir ihn mit einem dieser n rosaroten Elefanten. Also sind alle n + 1
Elefanten rosarot. Wo liegt der Fehler?

Aufgabe 2. Sei (K, ≤) ein angeordneter Körper. Zeigen Sie, dass

x ≤ y ⇐⇒ x3 + x ≤ y3 + y

für alle x, y ∈ K gilt.

Aufgabe 3. (Umgekehrte Dreiecksungleichung) Sei (K, ≤) ein angeordneter Körper.
Zeigen Sie, dass für alle x, y ∈ K gilt:∣∣|x| − |y|

∣∣ ≤ |x − y|.

In welchen Fällen gilt Gleichheit?

Aufgabe 4. Wir betrachten die folgende Menge:

Q[
√

2] :=
{

p

q
+ r

s

√
2 : p, q, r, s ∈ Z, q, s ̸= 0

}
.

Beachten Sie, dass Q[
√

2] ⊆ R. Daher können wir die Menge Q[
√

2] mit der üblichen
Ordnungsrelation der reellen Zahlen (Q[

√
2], ≤) sowie den Operationen der Addition

und Multiplikation der Reellen versehen.

(a) Zeigen Sie, dass (Q[
√

2], ≤) ein angeordneter Körper ist.

(b) Zeigen Sie, dass Q ⊆ Q[
√

2] ⊆ R. Zeigen Sie außerdem, dass Q[
√

2] ̸= Q und
Q[

√
2] ̸= R.

Aufgabe 5. Schreiben Sie die Lösungen der folgenden Gleichungen für z ∈ C in der
Form z = a + bi mit a, b ∈ R.

(a) z = (2 + 3i)(2 + i) (c) z = 4+3i
2−i (e) z3 = i

(b) z = (2 − i)3 (d) z = 2−i
4+3i (f) z2 + 3 + 4i = 0
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Aufgabe 6. Erinnern Sie sich an das Konzept der Äquivalenzrelation.

(a) Sei C∗ := C \ {0} die komplexe Ebene ohne den Ursprung. Wir definieren eine
Relation ∼C∗ auf C∗ durch

z ∼C∗ w ⇐⇒ z

w
∈ R für z, w ∈ C∗.

Ist ∼C∗ eine Äquivalenzrelation?

(b) Sei X eine nichtleere Menge und sei P die Menge aller nichtleeren Teilmengen
von X, also

P := {S ⊆ X : S ̸= ∅}.

Wir definieren eine Relation ∼P auf P durch

A ∼P B ⇐⇒ A ∩ B ̸= ∅ für A, B ∈ P.

Ist ∼P eine Äquivalenzrelation?
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