D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Ubungsblatt 3 HS 2025

Aufgabe 1. Entscheiden Sie fiir sich, welche der folgenden Aussagen wahr sind, und
welche falsch.
Seien X und Y Mengen, und sei f : X — Y eine Funktion. Seien A, A1, Ao

Teilmengen von X, und B, By, By Teilmengen von Y .

(1) f(A1)U f(A2) = f(A1U Ag) (4) fH(B1)U
(2) f(A1)N f(A2) = f(A1N Ag) (5) f'(B1)N
(3) fUf(A)=A (6) f(f~1(B))

Welche der falschen Aussagen werden wahr, wenn wir zusédtzlich annehmen, dass f
eine injektive Funktion ist? Und was gilt stattdessen, wenn f surjektiv ist? Und was,
wenn f bijektiv ist?

fY(Bg) = f~1(B1UBa)
I~ (BQ) ~Y(B1 N By)

Aufgabe 2. In dieser Aufgabe zeigen wir Existenz und Eindeutigkeit einer bijektiven
Funktion /- : R>g — R>o mit der Eigenschaft (y/a)? = a fiir alle a € Rxg.

(a) (Existenz) Fiir a € R>q setze
X:{$ER20|1‘2§6L}, Y:{y€R20|y22a}.

Nach der Vollstandigkeit gibt es ein c e Rmit z <c <y firallex € X,y €Y.
Zeigen Sie, dass ¢ € X NY gilt und damit ¢ = a.

Hinweis: Falls ¢ ¢ X ist (d.h. ¢® > a), wihle ein kleines ¢ > 0 so, dass
(c —€)®> > a. DBeispielsweise kann man ¢ = 624;“ wéhlen. Dann gilt mit
§:=c?—a>0:

)
(c—€)2:02—205+52202—2&3:02—5>a.

Somit ist ¢ — e € Y, im Widerspruch zu y > ¢ fiir alle y € Y.
Der Fall ¢ ¢ Y ist analog.

(b) (Eindeutigkeit) Zeigen Sie, dass es fiir jedes a € R>o hochstens ein ¢ € R>¢ mit

c? = a gibt.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass fiir alle z,y € R>( die Aussagen x < y und
x? < y? dquivalent sind. Nutzen Sie dies zur Herleitung der Eindeutigkeit.

Definiere v/- : R>g — Rx>q durch y/a = ¢, wobei ¢ wie oben konstruiert ist. Zeigen Sie:
(c) /- ist monoton steigend: Wenn 0 < z < y, dann /z < \/y.
(d) /- ist bijektiv.
(e) Zy = x \/y fiir alle z,y € Rxo.
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(f) Zwei Losungen: Zeigen Sie, dass es fiir a > 0 genau zwei reelle Losungen der
Gleichung 22 = a gibt. Wie viele gibt es fiir a = 0 bzw. fiir a < 0?

Aufgabe 3. Welche der folgenden Teilmengen sind offen? Welche abgeschlossen?
Begriinden Sie.

(a) Der Punkt A = {0} in R,

(b) Die ganzen Zahlen Z in R,
(c) Das Intervall C' = [0,00) in R,
(d) Das Intervall D = (0,00) in R,

(e) Die Menge E = {% | neN,n > ()} in R,
(f) Die Menge F'= E U {0} in R.

Aufgabe 4. Finden Sie das Infimum und Supremum der folgenden Teilmengen von
R. Besitzen sie ein Minimum, ein Maximum?

1. A={a—bla,beR,1<a<2,3<b<4},
2. B={;7|neN},
3. C={2x|m,neNm+n<10}.

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass die irrationalen Zahlen R\ Q eine iiberabzihlbare Menge
bilden.

Hinweis: Sie konnen die in den Vorlesungen behandelten Tatsachen verwenden, dass
Q eine abzahlbare Menge und R eine iiberabzahlbare Menge ist.

Aufgabe 6. (Dirichlets Approximationssatz) In dieser Aufgabe wollen wir eine
beliebige reelle Zahl durch eine rationale Zahl approximieren. Sei a € R eine beliebige
reelle Zahl. Wir méchten p € Z und ¢ € N\ {0} finden, so dass

L

Das heifit, % approximiert a bis auf einen Fehler von hochstens 7
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(a) Betrachten Sie die @ + 1 Nachkommanteile

{0a} = {0}, {la}, ..., {Qa},
wobei {z} = x — |z] den Nachkommanteil bezeichnet. Erklaren Sie, warum es

ein ke N, 0 <k <Q@Q—1, gibt, so dass zwei der obigen Nachkommanteile im

selben Intervall [%, %) liegen.

(b) Zeigen Sie, dass es ganze Zahlen 0 < m < n < @ gibt mit

[{na} — {ma| < .

(c¢) Definieren Sie ¢ :=n —m und p := |na| — [ma|. Beweisen Sie, dass

(d) Folgern Sie, dass 1 < ¢ < @ gilt und dass wir haben

1
’G—E<7
q q



