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Aufgabe 1. Freda ist in Zürich und Georg ist in Luzern. Freda fährt mit dem Auto
nach Luzern, und Georg fährt nach Zürich — beide folgen genau derselben Straße
(aber in entgegengesetzter Richtung). Beide fahren um 13:00 Uhr los und kommen
zur selben Zeit, nämlich um 14:00 Uhr, an ihrem jeweiligen Ziel an. Zeigen Sie mit
einem rigorosen mathematischen Beweis, dass es eine Zeit zwischen 13:00 Uhr und
14:00 Uhr gibt, zu der sich ihre Autos auf der Strecke begegnen.

Aufgabe 2.

(a) Erinnern Sie sich an die Aussage von Satz 3.21 (Stetigkeit = Folgenstetigkeit)
aus den Vorlesungsunterlagen. Negieren Sie die Aussage des Satzes: „Sei D ⊆ R,
f : D → R und x̄ ∈ D. Dann ist f nicht stetig in x̄ genau dann, wenn . . . “

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion f : R → R, definiert durch

f(x) =
{

1, x ≥ 0,

0, x < 0,

nicht stetig ist. Begnügen Sie sich nicht mit einer Skizze, sondern schreiben Sie
einen formalen Beweis unter Verwendung von Teil (a) oder der Definition der
Stetigkeit.

(c) Zeigen Sie, dass die Funktion f : R → R, definiert durch

f(x) =

sin
(

1
x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0,

nicht stetig ist.

Bemerkung: Wir werden die Funktion sin noch in der Vorlesung einführen. Für
diese Aufgabe, Stetigkeit von sin : R → R und die üblichen Eigenschaften, die
ihr vom Gymnasium kennt, dürfen vorausgesetzt werden.

Aufgabe 3. Betrachten Sie die Funktion f : R → R, definiert durch f(x) = x + x3.

(a) Zeigen Sie, dass f eine Umkehrfunktion g : R → R besitzt. Mit anderen Worten,
f und g erfüllen für alle x ∈ R die Gleichungen f ◦ g(x) = x und g ◦ f(x) = x.

Hinweis: Aufgabe 2 aus Übungsblatt 2 könnte hierbei nützlich sein.

(b) Berechnen Sie den Wert von g(10).

Aufgabe 4. Erinnern Sie sich an Definition 3.33 aus den Vorlesungsunterlagen.
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1. Geben Sie ein Beispiel für eine Funktion f : (0, 1) → R, die ihr Maximum an
keinem Punkt in (0, 1) annimmt. Begründen Sie Ihre Antwort.

2. Geben Sie ein Beispiel für eine Funktion f : R → R, die ihr Maximum im Punkt
0 ∈ R annimmt, aber ihr Minimum an keinem Punkt in R annimmt. Begründen
Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 5. Sei I ein Intervall und f : I → R eine stetige, injektive Abbildung.
Zeigen Sie, dass f streng monoton ist.

Aufgabe 6. Sei I ein Intervall und f : I → R eine monotone Abbildung, so dass für
alle a, b ∈ I und ξ ∈ R zwischen f(a) und f(b) ein x ∈ R zwischen a und b existiert,
welches f(x) = ξ erfüllt. Zeigen Sie, dass f stetig ist.

Vergleichen Sie dieses Resultat mit dem Zwischenwertsatz.

Aufgabe 7. Welche der folgenden Funktionen f : R → R sind gleichmässig stetig?
Überzeugen Sie sich zuerst davon, dass die jeweils gegebene Funktion stetig ist, und
skizzieren Sie den Graphen.

a) f(x) =
√

|x|,

b) f(x) = x2,

c) f(x) = min(
√

|x|, x2),

d) f(x) = inf
k∈Z

|x − k|,

e) f(x) = inf
k∈Z

|x − k2|

f) f(x) = x · inf
k∈Z

|x − k|
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