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Aufgabe 1. Sei D ⊂ R eine Teilmenge. Eine Funktion f : D → R heisst Lipschitz-
stetig, falls ein L ≥ 0 existiert, so dass |f(x) − f(y)| ≤ L|x − y| für alle x, y ∈ D
gilt.

a) Zeigen Sie, dass eine Lipschitz-stetige Funktion auch gleichmässig stetig ist.

b) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion [0, 1] → R, gegeben durch x 7→
√

x zwar
gleichmässig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist.

c) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion [1, ∞) → R Lipschitz-stetig und gleichmässig
stetig ist.

Aufgabe 2. Sei a ∈ R. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

a) limx→2
x3−x2−x−2

x−2 ,

b) limx→∞
3e2x+ex+1

2e2x−1 ,

c) limx→∞
ex

xa ,

d) limx→∞
log(x)

xa .

Wählen Sie dabei in jedem Fall einen geeigneten Definitionsbereich, auf dem die
angegebene Formel eine Funktion definiert.

Aufgabe 3.

a) Zeigen Sie die folgenden Grössenordnungen für x → ∞:

i) 2x3 + 3x2 = O(x3)

ii) xp = O(exp(x)) für jede natürliche Zahl p > 0

iii) log(x) = O(x
1
p ) für jede natürliche Zahl p > 0

b) Zeigen Sie die folgenden Grössenordnungen für x → ∞:

i) xp = o(xq) für natürliche Zahlen 0 < p < q

ii) xp = o(exp(x)) für alle natürlichen Zahlen p > 0

iii) log(x) = o(xp) für alle natürlichen Zahlen p > 0

c) Zeigen Sie die folgenden Grössenordnungen für x → 0:

i) xq = o(xp) für alle natürlichen Zahlen 0 < p < q

ii) exp(x) = 1 + o(1)
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Aufgabe 4. Sei a ∈ R. Betrachte die Folge (xn)∞
n=1 definiert durch

xn = n
√

na.

Zeigen Sie, dass diese Folge konvergiert, und zwar gilt

lim
n→∞

n
√

na = 1.

Aufgabe 5. Für jedes n ∈ N definieren wir die Folge von Funktionen

fn(x) := nx

nx + 1 , für x ∈ [0, 1].

(a) Zeigen Sie, dass (fn) auf [0, 1] punktweise konvergiert. Gegen welche Funktion
konvergiert sie punktweise?

(b) Zeigen Sie, dass die Konvergenz auf [0, 1] nicht gleichmäßig ist.

(c) Fixieren Sie nun m ∈ N \ {0} und beschränken Sie sich auf die Menge Em =[ 1
m , 1

]
⊂ [0, 1]. Konvergiert (fn) auf jedem Em gleichmäßig gegen die konstante

Funktion 1? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 6.

(a) Sei (fn)n∈N eine Folge stetiger Funktionen auf [0, 1]. Sei (xn)n∈N ⊆ [0, 1],
(yn)n∈N ⊆ [0, 1] zwei Folgen von Punkten im Definitionsbereich, so dass

fn(xn) = max
x∈[0,1]

fn(x),

fn(yn) = min
x∈[0,1]

fn(x).

Angenommen (fn) konvergiert gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion f , und die
Grenzwerte der Folgen existieren und stimmen überein, also

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn.

Zeigen Sie, dass die Grenzfunktion f konstant ist.

(b) Zeigen Sie, dass in Teil (a) die gleichmäßige Konvergenz nicht durch punktweise
Konvergenz ersetzt werden kann. Das heißt: Geben Sie ein Beispiel einer Folge
von Funktionen (gn) und ihres punktweisen (nicht gleichmäßigen) Grenzwertes
g, die die Voraussetzungen aus (a) erfüllen, aber so dass g nicht konstant ist.

Aufgabe 7. Sei (an)∞
n=0 eine Folge reeller Zahlen mit 0 ≤ an, so dass

∑∞
n=0 an

konvergiert. Zeigen Sie, dass dann auch
∑∞

n=1
√

an

n konvergiert.
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