D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Ubungsblatt 8 HS 2025

Aufgabe 1. Sei X eine Menge und A C P(X) eine Familie von Teilmengen von X.
Zeigen Sie die De-Morgan-Gesetze fiir Vereinigungen und Schnitte von Mengen:
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Aufgabe 2. (Multiple Choice) Betrachten Sie die Menge

G 1
B= [0,1],
n=2 n

die aus einer abzédhlbaren Vereinigung abgeschlossener Intervalle besteht. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr?

a) B ist eine offene Menge.

b) B ist eine abgeschlossene Menge.

d

)
c) B ist ein beschranktes Intervall.
) B ist ein unbeschrénktes Intervall.

Aufgabe 3. Sei (z,)52 eine beschriankte Folge in R, und sei £ C R die Menge der
Héufungspunkte von (z,,)52 . Zeigen Sie, dass

h:;n_}s;p xn = max(FE), llnrglcgf xn = min(E).

Aufgabe 4. Finden Sie ein Beispiel einer stetigen Funktion f : R — R, so dass der
Grenzwert der Folge (f(n))52, existiert, aber der Grenzwert li_>m f(z) nicht existiert.
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Interpretieren Sie dies im Hinblick auf Lemma 3.57 und die folgende Frage: Fiir eine
reelle Zahl A, wie libersetzt man die Aussage

lim f(z)=A

T—00

korrekt in eine Aussage iiber Konvergenz von Folgen?
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Hinweis: Aufgabe 7 des Ubungsblatts 5 konnte als Inspiration fiir ein Gegenbeispiel
dienen.

Aufgabe 5. Untersuchen Sie die punktweise und gleichméflige Konvergenz der
folgenden Funktionenfolgen:

a) fo(z) = Yz, x>0,n>1,
fnlx :g%’ x>0,n>1,

) fnlx)
¢) falz)=e " zeRn>1,
) fu()

2
=¢ , r€Rn>1.

Aufgabe 6. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder gegen +oco
divergieren. Berechnen Sie den Wert der Reihen im Fall der Konvergenz.
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Aufgabe 7. Die hyperbolische Sinusfunktion und der hyperbolische Kosinus
sind durch die Potenzreihen definiert:

o (132k+1 2k
v

sinh(z) = kz:% 2R r cosh(x) = kz:%) ok

Beweisen Sie, dass die Identitéat
cosh?(z) — sinh?(z) = 1 VzeR
gilt.

Aufgabe 8. (Schwer) Sei f: R — R eine Funktion, die die Cauchy’sche Funktional-
gleichung erfiillt:

fle+y) = f(z)+ f(y), furallexz,yeR.

a) Angenommen, f ist iiberall stetig und erfiillt die Cauchy-Gleichung. Zeigen Sie,
dass f(z) = az fir eine Konstante a € R gilt.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass f(z) = ax fir alle z € Q gilt.

b) Angenommen, f ist in 0 stetig und erfiillt die Cauchy-Gleichung. Zeigen Sie,
dass f auf ganz R stetig ist.



