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Aufgabe 1. Sei X eine Menge und A ⊆ P(X) eine Familie von Teilmengen von X.
Zeigen Sie die De-Morgan-Gesetze für Vereinigungen und Schnitte von Mengen:

a) ( ⋃
A∈A

A

)c

=
⋂

A∈A
Ac

b) ( ⋂
A∈A

A

)c

=
⋃

A∈A
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Aufgabe 2. (Multiple Choice) Betrachten Sie die Menge

B =
∞⋃

n=2

[
0, 1 − 1

n

]
,

die aus einer abzählbaren Vereinigung abgeschlossener Intervalle besteht. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr?

a) B ist eine offene Menge.

b) B ist eine abgeschlossene Menge.

c) B ist ein beschränktes Intervall.

d) B ist ein unbeschränktes Intervall.

Aufgabe 3. Sei (xn)∞
n=0 eine beschränkte Folge in R, und sei E ⊆ R die Menge der

Häufungspunkte von (xn)∞
n=0. Zeigen Sie, dass

lim sup
n→∞

xn = max(E), lim inf
n→∞

xn = min(E).

Aufgabe 4. Finden Sie ein Beispiel einer stetigen Funktion f : R → R, so dass der
Grenzwert der Folge (f(n))∞

n=0 existiert, aber der Grenzwert lim
x→∞

f(x) nicht existiert.
Interpretieren Sie dies im Hinblick auf Lemma 3.57 und die folgende Frage: Für eine
reelle Zahl A, wie übersetzt man die Aussage

lim
x→∞

f(x) = A

korrekt in eine Aussage über Konvergenz von Folgen?
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Hinweis: Aufgabe 7 des Übungsblatts 5 könnte als Inspiration für ein Gegenbeispiel
dienen.

Aufgabe 5. Untersuchen Sie die punktweise und gleichmäßige Konvergenz der
folgenden Funktionenfolgen:

a) fn(x) = n
√

x, x > 0, n ≥ 1,

b) fn(x) = ex

xn , x > 0, n ≥ 1,

c) fn(x) = e−nx2
, x ∈ R, n ≥ 1,

d) fn(x) = e−nx2

n , x ∈ R, n ≥ 1.

Aufgabe 6. Überprüfen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder gegen +∞
divergieren. Berechnen Sie den Wert der Reihen im Fall der Konvergenz.

(a)
∞∑

n=0

n

n4 + n2 + 1 (b)
∞∑

n=1

log(2n)
en

Aufgabe 7. Die hyperbolische Sinusfunktion und der hyperbolische Kosinus
sind durch die Potenzreihen definiert:

sinh(x) =
∞∑

k=0

x2k+1

(2k + 1)! , cosh(x) =
∞∑

k=0

x2k

(2k)! .

Beweisen Sie, dass die Identität

cosh2(x) − sinh2(x) = 1 ∀ x ∈ R

gilt.

Aufgabe 8. (Schwer) Sei f : R → R eine Funktion, die die Cauchy’sche Funktional-
gleichung erfüllt:

f(x + y) = f(x) + f(y), für alle x, y ∈ R.

a) Angenommen, f ist überall stetig und erfüllt die Cauchy-Gleichung. Zeigen Sie,
dass f(x) = ax für eine Konstante a ∈ R gilt.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass f(x) = ax für alle x ∈ Q gilt.

b) Angenommen, f ist in 0 stetig und erfüllt die Cauchy-Gleichung. Zeigen Sie,
dass f auf ganz R stetig ist.
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