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Grundlegende Aufgaben – versuchen Sie unbedingt, diese zu
lösen und die Lösungen zu verstehen

Exercise 1. (Wichtig)

a) Beachten Sie das Study Center, falls Sie Unterstützung beim Lösen von Mathe-
matikaufgaben wünschen.

b) Besuchen Sie die Webseite von Respect @ ETH Zürich und informieren Sie sich,
was Sie tun können, wenn Sie Ähnliches erleben oder beobachten.

c) Schauen Sie einige Videos auf dem Youtube-Kanal Polyquity EPFL.

Exercise 2. (Multiple Choice) Wir sagen, dass eine Funktion f : D → R bei x0 ein
lokales Maximum hat, wenn es ein δ > 0 gibt derart, dass

f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ D ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

a) Wenn x0 ein lokales Maximum von f ist, dann gilt f(x0) ≥ f(x) für alle x ∈ D.

b) Ist f auf D differenzierbar und f ′(x0) = 0, so besitzt f bei x0 ein lokales
Maximum oder ein lokales Minimum.

c) Ist f auf D differenzierbar und besitzt f bei x0 ein lokales Maximum oder
Minimum, so gilt f ′(x0) = 0.

d) Ist f auf D nicht differenzierbar, so kann f auf D kein lokales Maximum
besitzen.

Exercise 3. (∗) Berechnen Sie die Ableitung der folgenden Funktionen fi : R → R:

a) f1(x) =
√

1 + x2

b) f2(x) = cos(cosx)

c) f3(x) = exp
(

1
1+x4

)
d) f4(x) = ex−1

ex+1

e) f5(x) = xsin x (nur definiert für x > 0)
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Exercise 4. (∗) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mithilfe der Regel von
l’Hôpital.

(a) lim
x→0

sin(x) − x

x2 sin(x) (b) lim
x→0

ex − x− 1
cosx− 1 (c) lim

x→2

x4 − 4x

sin πx

(d) lim
x→−∞

x3ex (e) lim
x→0

(sin x
x

) 1
x2

Exercise 5. (∗∗) Angenommen, wir wissen, dass f auf dem Intervall [−5, 0] stetig
und differenzierbar ist, dass f(−5) = −3 gilt und dass f ′(x) ≤ 2 ist. Was ist der
größtmögliche Wert von f(0)?

Weitere Aufgaben

Exercise 6. (∗∗) Sei D ⊆ R eine nichtleere Menge ohne isolierte Punkte, und seien
f, g ∈ Cn(D). Erklären Sie, weshalb dann fg ∈ Cn(D) gilt, und zeigen Sie

(fg)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k) .

Hinweis: Ziel dieser Aufgabe ist es, den Beweis von Korollar 5.11 zu formulieren. f (n)

bezeichnet die n-te Ableitung von f .

Exercise 7. (∗∗) Wir betrachten die Funktion

fn : R → R
x 7→ sgn(x)xn+1.

für jede nichtnegative ganze Zahl n ∈ N0.

a) Zeigen Sie, dass fn stetig ist.

b) Zeigen Sie, dass die Ableitungen f ′
n, f

(2)
n , ..., f

(n)
n existieren.

c) Berechnen Sie f (n)
n und schließen Sie daraus, dass die Inklusionen Cn+1(R) ⊂

Cn(R) echt sind.

2



d-math
Prof. Alessio Figalli

Analysis I: one Variable
Übungsblatt 9

ETH Zürich
HS 2025

Figure 1: Graph der Funktion aus Aufgabe 8.

Exercise 8. (∗ ∗ ∗) Wir betrachten die Funktion ψ : R → R, definiert durch

ψ : x ∈ R 7→
{

exp
(
− 1

x

)
falls x > 0

0 falls x ≤ 0

Zeigen Sie, dass ψ glatt auf R ist und dass alle ihre Ableitungen bei 0 verschwinden.

Hinweis 1: Zeigen Sie durch Induktion, dass für x > 0

ψ(n)(x) = exp
(

− 1
x

)
fn

(1
x

)
gilt, wobei fn(x) ein Polynom ist.

Hinweis 2: Um die Ableitung bei x = 0 zu berechnen, verwenden Sie, dass die
Exponentialfunktion schneller wächst als jedes Polynom, d.h.

lim
y→∞

yn

exp(y) = 0,

und setzen Sie x = 1
y .

Exercise 9. (∗∗∗) Folgen Sie den untenstehenden Schritten, um die folgende Aussage
zu beweisen:

Sei f : (a, b) → R differenzierbar, und seien x0 < x1 Punkte in (a, b) mit f ′(x0) ̸=
f ′(x1). Zeigen Sie: Für jedes α zwischen f ′(x0) und f ′(x1) existiert ein c ∈ (x0, x1)
mit f ′(c) = α.

1. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit sei f ′(x0) < f ′(x1) und fixieren Sie
α ∈ (f ′(x0), f ′(x1)).

2. Betrachten Sie die Hilfsfunktion g(x) = f(x) − αx und zeigen Sie, dass g ein
Minimum in einem Punkt c ∈ [x0, x1] annimmt.

3. Zeigen Sie, dass c nicht einer der Randpunkte sein kann:
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(i) Da
g(x0 + h) − g(x0)

h
−−−−→
h→0+

g′(x0) = f ′(x0) − α,

und f ′(x0) < α, folgt c ̸= x0.

(ii) Analog, da

g(x1) − g(x1 − h)
h

−−−−→
h→0+

g′(x1) = f ′(x1) − α,

und f ′(x1) > α, folgt c ̸= x1.

4. Folgern Sie daraus, dass c ∈ (x0, x1), und verwenden Sie Proposition 5.26, um
zu zeigen, dass g′(c) = 0, also f ′(c) = α gilt.
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