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Grundlegende Aufgaben – versuchen Sie unbedingt, diese zu
lösen und die Lösungen zu verstehen

Aufgabe 1. Üben Sie das Berechnen von Integralen mit verschiedenen Integrations-
methoden im Moodle-Kurs Integral-Trainer. Das Ziel ist, dass Sie Integrale schnell
und zuverlässig berechnen können, insbesondere mittels partieller Integration und
Substitution.

Aufgabe 2. (Alte Prüfungsaufgabe im Box-Format: Nur die endgültige Antwort
wird bewertet, nicht der Lösungsweg.) Bitte beachten Sie, dass dies nur eine von
mehreren Rechenaufgaben in der Prüfung war. Sie sollten sie in angemessener Zeit
lösen können.

1. Berechnen Sie das unbestimmte Integral
∫

x2 cos x dx.

2. Berechnen Sie das bestimmte Integral
∫ 4

1
exp(

√
t+1)√
t

dt.

3. Berechnen Sie das unbestimmte Integral
∫ 1

t2/3+t1/2 dt auf R>0.

Lösung.

1. Wir berechnen mit partieller Integration∫
x2 cos xdx = x2 sin(x) −

∫
2x sin(x)dx

= x2 sin(x) − 2
(

x(− cos(x)) −
∫

1 · (− cos(x))dx

)
= x2 sin(x) − 2

(
−x cos(x) +

∫
cos(x)

)
dx

= (x2 − 2) sin(x) + 2x cos(x) + C.

2. Mit der Substituion u =
√

t + 1 und du
dt = 1

2
√

t
erhalten wir

∫ 4

1

exp(
√

t + 1)√
t

dt = 2
∫ 3

2
exp(u)du

= 2 exp(u)|32 = 2(e3 − e2).
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3. Wir setzen u = t1/6 und erhalten du
dt = 1

6 t−5/6 = 1
6u−5 und damit t2/3 = u4 und

t1/2 = u3. Wir setzen ein und berechnen∫ 1
t2/3 + t1/2 dt =

∫ 1
u4 + u3 6u5du

= 6
∫

u2

u + 1du

= 6
∫

u − 1 + 1
u + 1du

= 6
(1

2u2 − u + log(u + 1) + C

)
= 3t1/3 − 6t1/6 + 6 log(t1/6 + 1) + C.

Aufgabe 3. (Prüfungsähnliche Aufgabe)

(a) Sei f eine stetige und wachsende Funktion auf dem Intervall [1, ∞). Beweisen
Sie, dass für jede ganze Zahl n ≥ 2 gilt:

f(1) + f(2) + · · · + f(n − 1) ≤
∫ n

1
f(x) dx ≤ f(2) + f(3) + · · · + f(n).

(b) Wenden Sie die vorherige Formel mit f(x) = log x an, um zu zeigen, dass für
jede ganze Zahl n ≥ 1 gilt:

nn

e n−1 < n! <
(n + 1)n+1

e n
.

Warum können wir aus Teil (a) folgern, dass in diesem speziellen Fall die
Ungleichungen streng sind?

(c) Verwenden Sie den vorherigen Teil, um zu beweisen, dass

lim
n→∞

(n!)1/n

n
= 1

e
.

Lösung.

(a) Sei f stetig und wachsend auf [1, ∞) und sei n ≥ 2 eine feste ganze Zahl. Für
jedes k = 1, 2, . . . , n − 1 und jedes x ∈ [k, k + 1] gilt

f(k) ≤ f(x) ≤ f(k + 1),
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weil f wachsend ist. Integrieren wir diese Ungleichung über das Intervall [k, k+1],
so erhalten wir

f(k) (k + 1 − k) ≤
∫ k+1

k
f(x) dx ≤ f(k + 1) (k + 1 − k),

also
f(k) ≤

∫ k+1

k
f(x) dx ≤ f(k + 1).

Nun summieren wir diese Ungleichungen für k = 1, 2, . . . , n − 1:

n−1∑
k=1

f(k) ≤
n−1∑
k=1

∫ k+1

k
f(x) dx ≤

n∑
k=2

f(k).

Da das Integral über disjunkte Intervalle additiv ist, folgt

n−1∑
k=1

∫ k+1

k
f(x) dx =

∫ n

1
f(x) dx.

Somit gilt

f(1) + f(2) + · · · + f(n − 1) ≤
∫ n

1
f(x) dx ≤ f(2) + f(3) + · · · + f(n),

wie behauptet. Beachten Sie die Analogie zu Satz 7.19 in den Vorlesungsunter-
lagen.

(b) Wenden Sie Teil (a) mit f(x) = log x und n ersetzt durch n + 1 an. Da log x
auf [1, ∞) stetig und streng wachsend ist, erhalten wir

log 1 + log 2 + · · · + log n ≤
∫ n+1

1
log x dx ≤ log 2 + · · · + log(n + 1).

Da log 1 = 0 ist, vereinfacht sich dies zu

log(n!) ≤
∫ n+1

1
log x dx ≤ log

(
(n + 1)!

)
.

Wir berechnen das Integral:∫ n+1

1
log x dx =

[
x log x−x

]n+1
1 = (n+1) log(n+1)−(n+1)+1 = (n+1) log(n+1)−n.

Also
log(n!) ≤ (n + 1) log(n + 1) − n ≤ log

(
(n + 1)!

)
.
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Durch Exponentiation folgt

n! ≤ (n + 1)n+1

en
≤ (n + 1)!.

Wenn wir in dieser Ungleichung n durch n − 1 ersetzen, erhalten wir

(n − 1)! ≤ nn

e n−1 ≤ n!,

woraus (durch Weglassen der mittleren Terme links bzw. rechts) folgt:

nn

e n−1 ≤ n! ≤ (n + 1)n+1

e n
.

Die Ungleichungen sind streng: Für f(x) = log x ist die Funktion streng
wachsend und auf keinem Teilintervall konstant. Für jedes k und jedes x ∈
(k, k + 1) gilt

log k < log x < log(k + 1),

also ∫ k+1

k
log x dx > log k und

∫ k+1

k
log x dx < log(k + 1).

Durch Summation wie in Teil (a) ergibt sich

n−1∑
k=1

log k <

∫ n

1
log x dx <

n∑
k=2

log k,

und entsprechend für n durch n + 1 ersetzt. Nach dem Exponentieren bleiben
die Ungleichungen streng, sodass wir in diesem Fall erhalten:

nn

e n−1 < n! <
(n + 1)n+1

e n
.

(c) Aus Teil (b) erhalten wir für jedes n ≥ 1:

nn

e n−1 < n! <
(n + 1)n+1

e n
.

Durch Ziehen der n-ten Wurzel folgt

(
nn

e n−1

)1/n

< (n!)1/n <

(
(n + 1)n+1

e n

)1/n

,
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d. h.
n

e(n−1)/n
< (n!)1/n <

(n + 1)(n+1)/n

e
.

Nun dividieren wir durch n:

1
e(n−1)/n

<
(n!)1/n

n
<

(n + 1)(n+1)/n

en
.

Wir schreiben den rechten Term um:

(n + 1)(n+1)/n

en
= n + 1

n
· (n + 1)1/n

e
.

Damit folgt
1

e(n−1)/n
<

(n!)1/n

n
<

n + 1
n

· (n + 1)1/n

e
.

Wir lassen nun n → ∞ gehen. Es gilt

lim
n→∞

e−(n−1)/n = e−1 = 1
e

,

und
lim

n→∞
n + 1

n
= 1, lim

n→∞
(n + 1)1/n = 1.

Daher
lim

n→∞
n + 1

n
· (n + 1)1/n

e
= 1

e
.

Mit dem Sandwich-Lemma folgt schließlich

lim
n→∞

(n!)1/n

n
= 1

e
.

Weitere Aufgaben

Aufgabe 4. (Kästchenaufgabe) Berechnen Sie das unbestimmte Integral

I :=
∫

x log x dx.

Die endgültige Lösung ist:
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I =

Lösung. Wir verwenden partielle Integration. Sei

u = log x, dv = x dx.

Dann gilt

du = 1
x

dx, v = x2

2 .

Wenden wir die partielle Integration an, so erhalten wir

I =
∫

x log x dx

= x2

2 log x −
∫

x2

2 · 1
x

dx

= x2

2 log x − 1
2

∫
x dx

= x2

2 log x − 1
2 · x2

2 + C

= x2

2 log x − x2

4 + C.

Damit folgt

I = x2

2 log x − x2

4 + C.
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Aufgabe 5. (∗ ∗ ∗) Sei f : [0, 1] → R eine integrierbare Funktion und ε > 0. Zeigen
Sie, dass es eine stetige Funktion g : [0, 1] → R gibt, so, dass∫ 1

0
|f(x) − g(x)|dx < ε.

Bemerkung: Das Ziel dieser Aufgabe ist zu zeigen, dass jede Riemannintegrierbare
Funktion "beliebig gut" mit einer stetigen Funktion approximiert werden kann.

Lösung. Sei ε > 0. Somit gibt es eine Treppenfunktion u mit∫ b

a
|f(x) − ℓ(x)|dx =

∫ b

a
(f(x) − ℓ(x))dx <

ϵ

2 ,

wobei wir benutzt haben, dass wir f beliebig genau von unten mit Treppenfunktionen
approximieren können. Weil f ≥ ℓ verschwindet der Absolutbetrag.

Sei 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1 eine Zerlegung von [0, 1], so dass u auf jedem Intervall
(xk, xk+1) konstant gleich ck ∈ R ist. Wir ändern die Funktion ℓ zu einer stetigen
Funktion vδ, welche ähnliches Integral wie ℓ hat. Sei fürs Erste δ > 0 beliebig. Wir
setzen

vδ(x) =
{

ck, x ∈ [xk, xk+1 − δ]
ck + x−xk+1+δ

δ (ck+1 − ck), x ∈ [xk+1 − δ, xk+1].

für alle 0 ≤ k ≤ N − 1, vδ ist stetig (zeichnen Sie den Graphen auf [xk, xk+2]).

Das Integral von vδ ist

∫ b

a
vδ(x)dx =

N−1∑
k=0

ck(xk+1 − δ − xk) + δ
ck + ck+1

2 .

Somit erhalten wir ∫ b

a
|vδ(x) − ℓ(x)|dx = δ

N−1∑
k=0

|ck+1 − ck

2 | ≤ ϵ

2

für δ = 1
N−1∑
k=0

|ck+1−ck|
.

Dieser Ausdruck ist nur dann nicht definiert, wenn alle ck gleich sind. Dann ist aber
ℓ global konstant und schon selbst stetig, wir wählen dann v = ℓ.

Durch die Dreieckungleichung gilt schlussendlich∫ b

a
|f(x) − vδ(x)|dx <

∫ b

a
|f(x) − ℓ(x)|dx +

∫ b

a
|ℓ(x) − vδ(x)|dx = ϵ.
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