D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungen 11 HS 2025

Grundlegende Aufgaben — versuchen Sie unbedingt, diese zu
Iosen und die Losungen zu verstehen

Aufgabe 1. Uben Sie das Berechnen von Integralen mit verschiedenen Integrations-
methoden im Moodle-Kurs Integral-Trainer. Das Ziel ist, dass Sie Integrale schnell
und zuverlassig berechnen kénnen, insbesondere mittels partieller Integration und
Substitution.

Aufgabe 2. (Alte Prifungsaufgabe im Box-Format: Nur die endgiiltige Antwort
wird bewertet, nicht der Losungsweg.) Bitte beachten Sie, dass dies nur eine von
mehreren Rechenaufgaben in der Priifung war. Sie sollten sie in angemessener Zeit
l6sen koénnen.

1. Berechnen Sie das unbestimmte Integral [ z2cosx dz.

2. Berechnen Sie das bestimmte Integral f14 exp(VEHD) gy

Vit

3. Berechnen Sie das unbestimmte Integral [ dt auf R<g.

1
t2/3+t1/2

Losung.

1. Wir berechnen mit partieller Integration
/3:2 cos zdx = 2% sin(x) — /2:17 sin(z)dx
= 2?sin(z) — 2 (a:(— cos(z)) — / 1-(— cos(x))dx)

= z?sin(z) — 2 (—:c cos(zx) + /cos(az)) dx
= (2% — 2)sin(z) + 2z cos(x) + C.

2. Mit der Substituion v = v/t + 1 und ‘3—7; = 2%/; erhalten wir

Soxp(VitD)
/1ﬁdt_2/2 exp(u)du

= 2exp(u)|3 = 2(e3 — €2).


https://moodle-app2.let.ethz.ch/course/view.php?id=27005
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3. Wir setzen u = t1/6 und erhalten %‘ = %t‘g‘/ﬁ = éu‘E’ und damit t2/3 = 4% und

t1/2 = 43, Wir setzen ein und berechnen
1 1 s
/ 2h 1 antt = / IR
2
-6 / Y du
u—+1

1
:G/u—1+ du
u+1

1
:6<2u2—u+log(u+1)+0>

= 3t1/3 — 6tY/6 + 6log(t'/5 +1) +

Aufgabe 3. (Priifungsidhnliche Aufgabe)

(a) Sei f eine stetige und wachsende Funktion auf dem Intervall [1,00). Beweisen

Sie, dass fiir jede ganze Zahl n > 2 gilt:

FO+F@) 4 f=1) < [ f@)dn < FQ) 4 F3) 4+ S0

(b) Wenden Sie die vorherige Formel mit f(z) = logz an, um zu zeigen, dass fiir

jede ganze Zahl n > 1 gilt:

nm ol < (1’L+ 1)n+1

e’I’L

Warum kénnen wir aus Teil (a) folgern, dass in diesem speziellen Fall die

Ungleichungen streng sind?

(¢) Verwenden Sie den vorherigen Teil, um zu beweisen, dass

nt/n - q
lim (n!) = —,
n— 00 n e

Losung.

(a) Sei f stetig und wachsend auf [1,00) und sei n > 2 eine feste ganze Zahl. Fiir

jedes k =1,2,...,n — 1 und jedes x € [k, k + 1] gilt

f(k) < f(x) < f(k+1),
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weil f wachsend ist. Integrieren wir diese Ungleichung tiber das Intervall [k, k+1],
so erhalten wir

k+1
FEk+1=k) < [ f@)de < Jlh+1) (k+1-k),
also
k+1
O < [ @) de < flk+ 1),
Nun summieren wir diese Ungleichungen fiir k =1,2,...,n — 1:
n—1 n—=1 ki1 n
S r) < 3 [ fwds < Y S0
k=1 =17k k=2

Da das Integral {iber disjunkte Intervalle additiv ist, folgt

n—1

Z/:H f(z)dx = /lnf(x) dx.

k=1

Somit gilt

FO) + @)+ + fn—1) < /lnf(w)dx < F@)+F@) + o+ f(n),

wie behauptet. Beachten Sie die Analogie zu Satz 7.19 in den Vorlesungsunter-
lagen.

(b) Wenden Sie Teil (a) mit f(z) = logx und n ersetzt durch n + 1 an. Da logx
auf [1,00) stetig und streng wachsend ist, erhalten wir

n+1
logl+log2+---+logn < / logxdr < log2+---+log(n+1).
1
Da log 1 = 0 ist, vereinfacht sich dies zu
n+1
log(n!) < / logzdzr < log((n+ 1)!).
1
Wir berechnen das Integral:
n+1 ntl
/1 logzdr = [zlogz—z], " = (n+1)log(n+1)—(n+1)+1 = (n+1)log(n+1)—n.

Also
log(n!) < (n+1)log(n+1)—n < log((n+1)!).
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Durch Exponentiation folgt

n! <
< on

< (n+ 1)l

Wenn wir in dieser Ungleichung n durch n — 1 ersetzen, erhalten wir

n—1)! <

woraus (durch Weglassen der mittleren Terme links bzw. rechts) folgt:

en—l en

Die Ungleichungen sind streng: Fir f(z) = logz ist die Funktion streng
wachsend und auf keinem Teilintervall konstant. Fiir jedes k£ und jedes x €
(k. k+1) gilt

logk < logz < log(k + 1),

also
k+1

k+1
/ logzdx > logk und / log x dx < log(k + 1).
k k

Durch Summation wie in Teil (a) ergibt sich

n—1 n n
Zlogk</ loga:dw<Zlogk,
k=1 1 k=2

und entsprechend fiir n durch n + 1 ersetzt. Nach dem Exponentieren bleiben
die Ungleichungen streng, sodass wir in diesem Fall erhalten:

n" ol < (n+ 1)+t
en—1 : en '

(c) Aus Teil (b) erhalten wir fir jedes n > 1:

Durch Ziehen der n-ten Wurzel folgt

nm 1/n . n_|_1n+1 1/n
() < e« ()

en
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d. h. (n 1)/
n n+ 1)nt/m
ni/n (—
=D/ < (mh)"" < . :
Nun dividieren wir durch n:
1 N1i/n (n+1)/n
_ Y e e
e(n=1)/n n en

Wir schreiben den rechten Term um:

(n4+ 1)/ p 1 (n4 1)
en n e '

Damit folgt

1 (Y™ n4+1 (4 1)V
e(n=1)/n < n < n e '

Wir lassen nun n — oo gehen. Es gilt

lim e (-D/n _ o1 1

e =-,
n—00 e
und 41
m “ = =1, lim (n+ )Y =1.
n—oo  n, n—o0
Daher
_on+1 (n+DY 1
lim . = —.

Mit dem Sandwich-Lemma folgt schliellich

N1/n
lim (n!) = 1
n—00 n e

Weitere Aufgaben

Aufgabe 4. (Kéastchenaufgabe) Berechnen Sie das unbestimmte Integral
I:z/xlogmdm.

Die endgiiltige Losung ist:
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Losung. Wir verwenden partielle Integration. Sei

u = logz, dv==zxdzr.
Dann gilt
1 2
du = —dz, v="2
T 2
Wenden wir die partielle Integration an, so erhalten wir
I = /mlog:rdx
2 2
1
= x—log:c—/x—-fdx
2 2 x
2
1
= x—log:c— f/a:dx
2 2
2 2
T 1 =z
-7 .z
5 ogx 5 3 +C
2 2
x x
=—1 - — 4+ C.
5 ogx 1 +

Damit folgt

1 %logw—%—i—C’.
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Aufgabe 5. (x* %) Sei f:[0,1] — R eine integrierbare Funktion und ¢ > 0. Zeigen
Sie, dass es eine stetige Funktion ¢ : [0, 1] — R gibt, so, dass

[ 17~ g(@ar < =
0

Bemerkung: Das Ziel dieser Aufgabe ist zu zeigen, dass jede Riemannintegrierbare
Funktion "beliebig gut" mit einer stetigen Funktion approximiert werden kann.

Losung. Sei € > 0. Somit gibt es eine Treppenfunktion u mit

b b €
7@~ t@lde = [ (7(@) ~ @) < 5,

wobei wir benutzt haben, dass wir f beliebig genau von unten mit Treppenfunktionen
approximieren kénnen. Weil f > £ verschwindet der Absolutbetrag.

Sei 0 =xp < 1 <...<x, =1 eine Zerlegung von [0, 1], so dass u auf jedem Intervall
(zk, Tk+1) konstant gleich ¢ € R ist. Wir d4ndern die Funktion ¢ zu einer stetigen
Funktion v, welche dhnliches Integral wie ¢ hat. Sei firs Erste § > 0 beliebig. Wir
setzen

- s
cr + %(C[ﬁ.ﬂrl — ck), x € [ﬂfk—&—l — 9, xk+1].

Ck, x € [Tk, Tpt1 — O]
vs(x) =
fir alle 0 < k < N — 1, v; ist stetig (zeichnen Sie den Graphen auf [z, zxt2]).
Das Integral von vg ist

N—

b
/ vs(z)dz = Z ck(Tpr1 —0 —xp)+ 6

k=0

—_

Ck + Cp41
—

Somit erhalten wir

b N-1
k+1 — Ck €
i — s < =
/a lvs(x) — €(x)|dx = ¢ kE:O | 5 | < 5

> lerrr—ckl
k=0

Dieser Ausdruck ist nur dann nicht definiert, wenn alle ¢; gleich sind. Dann ist aber
¢ global konstant und schon selbst stetig, wir wihlen dann v = /.

Durch die Dreieckungleichung gilt schlussendlich

b b b
[ 11@) = vs@lde < ["17@) — da)lda+ [ 1e@) = vs(e)lda = e



