D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungen 12 HS 2025

Grundlegende Aufgaben — versuchen Sie unbedingt, diese zu
Iosen und die Losungen zu verstehen

Aufgabe 1. (x) Berechnen Sie die Taylor-Approximationen der folgenden Funktionen
bei x = 0 bis zur vierten Ordnung. Geben Sie die Fehlerterme und die Little-o- und
Big-O-Schreibweise genau an.

Losung.

a) Es gibt zwei Moglichkeiten, diese Taylorentwicklung zu bestimmen. Die erste
besteht darin, die geometrische Reihe zu erkennen. Wir wollen jedoch die
Standardmethode iiben und berechnen deshalb die Ableitungen:

fa) = .
1@ = =
F'@) = G

9@ = =
24

Auswerten bei x = 0 ergibt

fO)=1, fO)=1, f0)=2f30)=6 f*0)=24.

Die Zéhler kiirzen sich jeweils mit der Fakultit, und nach dem Taylorsatz (z. B.
Korollar 7.59) erhalten wir

f(x)=1+z+ 2%+ 23+ 2* + Rs(x),
wobei der Restterm Rs(x) von Ordnung z° ist. Genauer folgt aus der Lagrange-
form des Restes
f9© 5 120 o o

Bl =5 " g~ 1o
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fiir ein ¢ zwischen 0 und z. Daher gilt R5(z) = O(|z|) fiir  — 0, insbesondere
Rs5(z) = o(z*). Somit

flx)=1 +r+2?+ 23+t +O(|x|5).

b) Die Kosinusfunktion ist glatt, und ihre Ableitungen sind

f(x) = cos(z),
f'(x) = —sin(z),
f"(@) = = cos(x),

fO () = sin(x),
fO (@) = cos()

Da cos(0) = 1 und sin(0) = 0, gilt
fO)=1, f)=0, f'0)=-1, f&0)=0, fH0)=1.

Somit lautet die Taylorentwicklung bis zur Ordnung 4

x2 xg x4 1'2 $4
f(w):1+0.$_?+0.€+Q+R6(w):1—?+Q+Rﬁ(x)a

wobei der nichste nichtverschwindende Term von Ordnung 2% ist. Also ist
Re(z) = O(]z|®) fiir * — 0 und insbesondere Rg(z) = o(x?) (auch Rs(z) = o(x?)
gilt). Daher

w2zt

f@) = 1=+ 2+ 0(jal®),

c¢) Die Funktion ist wiederum glatt. Man konnte die Ableitungen direkt berechnen,
aber einfacher ist es, die trigonometrische Identitét

1+ cos(2x)
=

zu verwenden. Die Taylorentwicklung von cos an 0 ist bekannt:

(22)* | (22)"

cos?(x)

2
cos(2r) = 1= "+ = O(|z|®) =1 — 222 + §x4 + O(|z|%).
Daher
1 2
cos?(z) = + cos(2x)
2
1
— 5(1 +1-22% + 22* + O(|z]%))
1
=122+ ~z* + O0(|z]%).
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Der Fehlerterm ist wiederum von Ordnung %, erfiillt also O(|z|®) und damit
o(z4).

Alternative Losung zu (c¢) durch Quadrieren des Taylorpolynoms von cos x:

Wir kennen die Taylorentwicklung von cos(z) bei = 0 bis zur Ordnung vier:

2 4
x x
=1- "+ = 6.,
cos(x) 5 + 7 + O(|z|°)
Quadrieren wir diesen Ausdruck:
2 4 2
2 r .z 6
=(1-Z+= .
cos“(x) ( 5 + 7 + O(|x| ))
Entwickeln wir termweise,
cos?(z) = 1 — 22 + (1 + 1) 2+ O(|2]%)
4 12 '
Da
o131 4 1
412 12 12 12 ¥
folgt

1
cos’(z) =1 — a2 + §x4 + O(|z[%).

d) Wie zuvor berechnen wir die Ableitungen:

f(z) =log(1 + ),

J'@) =
" ]‘
@)= -
(3)(g) = 2
@) =
f(4)(x)__(1 —ECC)4

Auswerten bei z = 0 liefert

f(O) =0, f/<0) =1, f”(O) =-1, f(3)(0) =2, f(4)(0> = —6.
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Mit dem Taylorsatz ergibt sich dann

1 9 _
f@»:o+¢-x+7?ﬁ+7§3+§§fh+Rd@

2?2 3 ot

:ZE—§+?—Z+R5({L‘),
wobei der nichste Term von Ordnung z® ist. Somit gilt Rs(z) = O(|z|?) fiir

x — 0, insbesondere Rs(z) = o(x*). Daher

2 3 4

f@)=a -5 +5 =5 +0(a),

Aufgabe 2. (xx) Verwenden Sie geeignete Taylor-Polynome, um die Grenzwerte im
Ursprung

lim (),

z—0

der folgenden Funktionen zu berechnen:

(@) fle) =
— COS 33'2
(b) f($) - 1arcsin(($4))
(©) fl) = St
— COS T 3
@ £ =TS
cosz — e~ /2
(©) fle) =
sing — )% — L6
© flay= T

_arctan(z) cos(z?) —
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Losung. Wir verwenden Taylorentwicklungen der Standardfunktionen um z = 0 und
vergleichen die fithrenden Terme von Zahler und Nenner.

Wir erinnern an die folgenden Taylorentwicklungen bei 0:

3 5
sinmzx—%—l—%—kO(aﬂ),
2 4
COS$=1—%+%+O($6),
3 5
T 2z
t = — 4+ 40
anx 1:+3+ 15+ (z"),
u? ol 4
log(1+u):u—?+§—|—0(u),
w3
arcsinu = u + 3 + O(uP),
z?2 23 a2t
T _q 4 40
e tet o+ttt (x),
2 4
7362/2:1_2 337 6
e > + 3 + O(z”),
u  u? 3
\/1+u:1+§—§+0(u).
@) f@) = o
a) f(z) = ———=.
log(1 — 23)
Wir haben
t + 3+2x5+0( )
anr =+ — + — x
3 15 ’
also 5 .
T 2z
—tanz = -2 — 22 L 0@7).
xr —tanx 3 T + O(z")
Auflerdem ;
log(1 — 2?) = —2® — % + O(z%)
Damit
r—tanx x? <%+%x2+0($4)> R 1
_ 23) 3 97
log(1 — 23) _$3(1+%+O(m6)> 3
also .
lim f(x) = 3.
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1 — cos(z?)
b =—.
(b) fle) arcsin(z?)
Wir haben
@) =12+ L oE
cos(z”) = 5t 51 ),
also A ¢
oz
1_ 2y _ T T 12
cos(z”) 7 " 9q +O0(z™)
AuBlerdem
212
arcsin(z?) = 21 + - + 0(z*)
Damit \
1 — cos(x?) _ Z +0(2®) . 1
arcsin(z?)  z*+O(212) 2’
also .
lim f(@) = 5-
e’ —x —cosx
R
Zunéachst
2 3
¢ =l4a+ 4" 40",
2 6
22
cosz =1-— 5 + O(zh).
Damit
2 3
e’ —x —cosx = (14—:6—1—24-%4—0(304)) —x— (
=2+ 3 + O(z").
Auflerdem
23
sinx =1z — 3 + 0(z%),
also
2 ’
sin®z = 23 (1 % + O(x4)> =23+ 0(2°).
Damit

e —x —cosx

224+ 0@ 11+240(z?)

sin®

B3+05)

1+ 0(a2)
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Fir o — 0 verhalt sich das wie %, der Grenzwert ist also unendlich (geht fiir
x — 0" gegen +o00 und fiir x — 0~ gegen —oo). Daher

lir% f(z) existiert nicht (divergiert nach + o00).
Tr—

(1 —cosz)?
(d) f($) - Sin(.%’ﬁ)
Wir haben
T + - +0(2")
CosT = SRy x°),
also ) .
‘oz
1— == _= 6.
COST = o = o +O(z°)
Damit
22 36
(1—cosz)® = 5t Oz = =+ O(z%).
Auflerdem 8
sin(z%) = 2% — % + 0(2%%) = 25 + O(='®).

Daraus folgt
6
(I—cosz)® Z+0(z®) 1

sin(x6) 26 4+ O(x18) 7y
also 1
lim fz) = 3-
— e 7?2
cosx — e
(e) f(z) = W
Wir haben
2 2t 6
cos:z—l—?—i—ﬂ—l—O(:z: ),
2 4
2 _ gt T 6
e 1 5 + 3 + O(2”)
Damit 4
e 1_1) 4 6y _ T 6
cosT — e <24 g)® +O0(z") 12+O(:L’)
Auflerdem o
sin(z?) = 2* — % + 0(2?) = z* + O(2'?)
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Daraus folgt

cosx — e~ /2 —% + O(29) 1
= % JE—
sin(x?) zt 4+ O(z12) 12’7
also .
lim f(2) = —75-
(sing — 2)? — &aF
(f) f(l') - 28 30
Wir wissen 5 5 .
z z z
. _ T r T o 9
sine =2z — + 120 5040+ (z7),
also 5 s
: __zr T 7
sing — = - + 120 +O(z").
Dann
3 5 2
(sinz — )% = (—3:6 + 1%0 + (a;7)>
_ 26 _ LS (10)
36 360
Somit
( )2 6 x8 + O( 10)
sinx — ) — —z° = —— x
36 360 ’
und daher s )2 L e
sinx —x 367 1 Oz 1
= —_— _> J— s
8 360 700 7 735
also 1
tim f(#) = = 360°
arctan(z) cos(x?) —
(g) fla) = 2ctenlz) coslar)
x
Wir haben
a3 xt
arctanz = x — — + O(z°), cos(z?) =1— — + O(z®).

3

Dann, bis zur Ordnung 3,

3 xt 3
arctan z cos(z?) = (x 3 + O(x5)> (1 5 + O(x8)> =z — "~ +0(2°),
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da der z*-Faktor nur Terme der Ordnung > ° beitrigt. Somit

3

arctan(zx) cos(z?) — x = —% + O(z°),
und daher (@) ( 2)
arctan(x) cos(z®) — x 1 9 1
.7)3 :_§+O(z)_)_§7
also .
lim f2) = =3

h =
W f@) -
Wir haben .
sin(z?) = 22 — % + O(x19),
und
3
sinx =2 — 5 + O(z°),
also
3 2 xt
sin” z = (m 3 + O(x5)> =22 — 3 + O(z°)
Damit

sin(z?) — sin’® z = <w2 - x—ﬁ + O(w10)> - <x2 - xj + O(a:G)) = x—4 + O(x5)
B 6 3 3 '

Also (+?) 2()
sin(z“) — sin“(z 1 9 1
e =3 ToE) =3
somit 1
i}g(l)f(w):g-
) x + log(1l — z)
i) f(z)= .
O I@) =" A=
Mit log(l—x):—x—g—z—%?’—%+0(x5) erhalten wir
2 3 4 2 3 4
x—l—log(l—m):m—x—%—%—%—i—O(mj):—%—%—%—&—O(ms).



D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungen 12 HS 2025
AuBerdem, mit u = —z>

)

2 4
vV1-—22= :E
also

e R 2 4
1—-V1—a22=1- 1—?—§+O(m6) —?+—+O(x6)
Damit ) . .
z+log(l—z) —% —% —Z +0(2")
1—+v1—a? ":22+%:+O(:U6)
Wir faktorisieren x?:

_ 5 3 a +O(l‘3)

also

Aufgabe 3. (MC) Sei I = [a,b] ein nicht-leeres kompaktes Intervall. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?

(a) Alle auf I differenzierbaren Funktionen sind beschrankt.

(b) Alle beschrankten Funktionen auf I sind Riemann-integrierbar.
(c) Alle differenzierbaren Funktionen auf I sind Riemann-integrierbar.
)

(d) Nach dem Fundamentalsatz der Analysis sind alle Riemann-integrierbaren
Funktionen auf I differenzierbar.
Losung.

(a) Eine auf [a, b] differenzierbare Funktion ist auf [a, b] stetig. Jede stetige Funktion

auf einem kompakten Intervall ist beschrénkt. Daher ist die Aussage wahr.

10
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(b) Diese Aussage ist falsch. Beschrinktheit allein impliziert keine Riemann-
Integrierbarkeit. Ein Gegenbeispiel ist die Funktion

_ 1> T e Q>
O e

auf [a,b]. Sie ist beschriankt, aber nicht Riemann-integrierbar, da die oberen
und unteren Summen nie iibereinstimmen. Die Aussage ist also falsch.

(c) Wie in (a) ist eine differenzierbare Funktion auf [a,b] stetig auf [a,b]. Jede
stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist Riemann-integrierbar. Daher
ist die Aussage wabhr.

(d) Der Fundamentalsatz der Analysis besagt dies nicht. Er sagt (in einer Version),
dass, wenn f stetig ist, eine Stammfunktion F(z) = [ f(t) dt+C differenzierbar
ist und F'(z) = f(z) gilt. Es gibt jedoch viele Riemann-integrierbare Funktionen,
die nicht differenzierbar (ja sogar nicht stetig) sind, zum Beispiel

fa) = {o, z <0,

1, >0,

auf [—1,1]. Diese Funktion ist Riemann-integrierbar, aber nicht stetig (und
somit nicht differenzierbar) bei = 0. Daher ist die Aussage falsch.

Aufgabe 4. (xx) Losen Sie nach der unbekannten Funktion u(x) in den folgenden
Differentialgleichungen. Wo ist die Losung definiert?

Lo/ (z)+2% u(x)=0
2. u/(z) = lui—?g

3. u(x) + € u(r) = —2e*
4. u'(x) + ue) _ 52

xT

Losung. Wir wenden die Sétze 8.3 und 8.6 an.
1. o/ (z) + 2% u(x) = 0.

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung mit f(x) = 22 und g(x) = 0.
Wir berechnen eine Stammfunktion:

3

F(x):/xjdx:%

11
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Nach der homogenen Version des Satzes lautet die Lésung:
u(z) = Ae F@ = Ae™**/3, AcR.

Da F iiberall definiert ist, gilt die Losung auf ganz R.

2. v (x) u(@)

R
Wir schreiben dies in linearer Form um:
(&) = —— ula) = 0
v () — ——=u(x) =0.
1+ 22

Hier ist f(x) = —

ist

T3 und die Gleichung ist homogen. Eine Stammfunktion
x

1
F(x) = /—m dx = — arctan(zx).
Nach dem Satz ergibt sich
u(z) = Ae~F'@) = perretan(@) AeR.

Auch u = 0 ist eine Losung. Da arctan iiberall definiert ist, sind die Losungen
auf R definiert.

3. /() + e"u(x) = —2¢".

Dies ist eine inhomogene Gleichung mit f(z) = €® und g(z) = —2e*. Wir
berechnen

F(x) = /e’”dm =e".

Nun bestimmen wir eine Stammfunktion von g(z)e®):

g(2)ef' @) = —2¢7 . " = —9e+"

Sei H eine Stammfunktion davon: Substituiere ¢t = e®, dann dt = e*dx. Damit
H(x) = /—Qeezex dx = /—Qet dt = —2¢' + C = —2¢°" + C.
Nach dem Satz folgt
w(z) = H(z)e 7@ 4 Ae @) = (—2¢*" + C)e™" 4+ Ae™®" = —24 Be™ ",

mit B € R. Alle Terme sind fiir alle x € R definiert, also gilt die Losung global.

12
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4. v/ (z) + B 2

1
Dies ist eine inhomogene Gleichung mit f(z) = ~ und g(x) = x?. Beachte, dass

f bei x = 0 nicht definiert ist; daher wenden wir den Satz nur auf Intervallen
ohne 0 an.

Eine Stammfunktion von f ist

1
F(:z:):/;dx:ln]aj.

Dann gilt
g(x)e" ) = 2 - x| = o).

Fiir (0, 00) ist dies einfach 23, also ist eine Stammfunktion

Hz) =2 0.
4
Nach dem Satz gilt

B

- .

4 3
_ “F@) 4 ge~F@) = (L Lot
u(x) = H(x)e + Ae (4 +C> l’+AZE 1 +

Der gleiche Ausdruck gilt auf (—oo, 0), jedoch mit einem méglicherweise anderen
Konstantenwert.

Damit sind die Losungen

u(m):——l—z, x #0,

definiert auf beliebigen Intervallen, die 0 nicht enthalten.

Weitere Aufgaben

Aufgabe 5. (MC aus fritherer Priifung) Es gilt

/:Eln(a:) sin(z)dr = ...

(a) —zIn(z)cos(z) + In(z) sin(z) + sin(z) — [ &) g

xT

13
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(b) zIn(x)cos(x) + In(x) sin(x) + sin(x).

T

)
(¢) zln(z)cos(z) + In(x) sin(z) + sin(x) + [ Sin(@) o,
(d) zln(z)cos(x) + In(x) sin(z) — sin(z).
Losung. Wir berechnen
/m In(z) sin(x) dx.
Wir wenden partielle Integration an mit
u = In(x), dv = zsin(zx) dx.

Dann gilt
1
du = — dz, v = /xsin(:c) dx = —x cos(x) + sin(z).

T
Damit

/mln(w) sin(z) de = In(x) (—z cos(z) + sin(z)) — /

Wir vereinfachen das verbleibende Integral:

/ —z cos(zx) + sin(x) dr — / (_ cos(z) + Sin(iﬂ)) do = —sin(z) + / M dar.

x x T

—x cos(x) + sin(x) i

X

Somit
/:): In(z)sin(x) de = —zIn(z) cos(z) + In(x) sin(z) + sin(x) — / smagfr) dx + C.

Dies entspricht Option (a).

Aufgabe 6. (x) Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke, welche die Gammafunktion
I' enthalten.

) 60T'(5)
I'(7)

b) [5°2ztel ™" dx

Losung.

a) Wir verwenden die Identitat I'(n) = (n — 1)! fiir positive ganze Zahlen n. Damit
gilt
') =4, r'(7) =6
Folglich
60T(5) _ 60-4! _60-24 1440
rfzm 6 720 720

14
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b) Wir schreiben das Integral um:
o0 o0
/ 20t dy = 26/ e " da.
0 0
Wir erkennen die Definition der Gammafunktion wieder:
o0
Fn+1)= / x"e T dx.
0

Hier ist n = 4, somit

Also
2e - 24 = 48e.

Aufgabe 7. (xx) Sei f :[0,1] — [0,1] die Funktion f(z) = x. Wir wissen, dass f auf

[0, 1] Riemann-integrierbar ist und

Wir méchten f durch Treppenfunktionen approximieren. Dazu fixieren wir n € N =
{1,2,3,...} und zerlegen

0,1] = U [’“ s 1) u{1}.

)
k=0 n n

Fir jedes n € N = {1,2,3,...} betrachten wir die Folge von Treppenfunktionen
£y, :[0,1] — [0,1] (indiziert durch n)

0n() fw falls « im Intervall {%, %) liegt,
n\T) =
1, fallsz=1.

Sei

N := min{n eN: /Ol(f(a;) —lp(2))de < 110}

Berechnen Sie den Wert von N.

Losung.

15
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Wir geben eine geometrische Losung, indem wir das Integral

1 1
| @ - t@yde = [ @ tu@) da
als die gesamte Fldche zwischen dem Graphen der Funktion f(z) = z und der
Treppenfunktion /,, interpretieren.

Unten folgt eine Abbildung, die die Diagonale y = x, die Treppenfunktion ¢, fir
n = 4 (als Beispiel) sowie die dreieckigen Fehlerflichen zeigt:

Yy
1 Yy=x
3 4
1
1
2
1 ly()
4
1 3 1 L

Diese Abbildung zeigt die Diagonale y = x, die Treppenapproximation ¢4 sowie die
kleinen Dreiecke, deren Gesamtfliche dem Integral fol (x — £4(z)) dz entspricht.

Auf jedem Teilintervall {E M) ist {p(z) = % konstant, wahrend f(z) = x linear

n’> n
steigt. Somit ist  — £, (x) genau der vertikale Abstand zwischen der Diagonale y = x
und der Horizontalen y = % auf diesem Intervall.

Fixiere k € {0,1,...,n — 1}. Auf dem Intervall

{k k‘Jrl)
n’ n

ist die Fléache zwischen y = x und y = % das Dreieck mit:

e Basisldnge
k+1 k

1
n n n

<k+1>_k_1
n n n

16
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Daher betriagt die Dreiecksfliche auf jedem Teilintervall
1 1 1 1

Dies ist dquivalent zu
10<2n <= n>5.

Die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft ist

N =6.

Alternative Losung: Wir berechnen zunéchst das Integral
1 1
| @ —ta@yde = [ (@ tu@)dz.

Erinnern wir uns daran, dass auf jedem Teilintervall [%, %) gilt £, (x) = % und
f(z) = . Daher

1 n—1 (k+1)/n L
/ (x — lp(x)) dx = Z/ <x—> dz,
0 =0 k/n n
da der Punkt z = 1 Maf§ null besitzt und das Integral nicht beeinflusst.

Fixieren wir k und berechnen

(k+1)/n k (k+1)/n (k+1)/n [
/ (x—) dx:/ :cdx—/ —dx.
Es gilt
(k+1)/n 25 (k12 R\ 2%+t
/ rdr = — = = 2 - 5 - 2
k/n 2 k/n 2 n n 2n
und

17
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Damit folgt
/(k’+1)/n ( k;) 2k+1 kK 1
r——|dr=——5——=—
k

/n n 2n2 n2  2n?’

was unabhéngig von k ist.

Summieren wir iiber alle k =0,...,n — 1,
1 n—1

Nun fordern wir

1 < 1
2n 10
Diese Ungleichung ist dquivalent zu
! < - — 10<2 — > 5
20 = 10 " e

Damit ist die kleinste natiirliche Zahl n, die dies erfiillt,

N = 6.

Aufgabe 8. (*xx) Seien f und g Funktionen, die bis zur Ordnung n auf einem
offenen Intervall, das 0 enthélt, differenzierbar sind, mit g(0) = 0. Es sei angenommen,
dass g eine Taylorentwicklung der Ordnung n bei 0 besitzt,

(k)
o) = 3 et ola”),

und dass f eine Taylorentwicklung der Ordnung n bei 0 besitzt,

n_ k)
fay =y =0
k=0 ’

z* + o(z™).

(a) Zeigen Sie, dass

(b) Verwenden Sie die Taylorentwicklung von g, um zu beweisen, dass

k
a:j) + o(x").

n (k) n gl
flgta) = 3 10 (Z o0
! = I
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(c) SchlieBen Sie daraus, dass das Taylorpolynom vom Grad n der Komposition
fog bei 0 durch Komposition der Taylorpolynome von f und g bis auf einen
Fehlerterm o(2™) erhalten werden kann.

Losung.

(a) Wir schreiben die Taylorentwicklung von f bei 0 in der Form

(k)
f(y)zz%{%‘f kfo)yk—%wiy), xvobei7;g) ' °

Nun setzen wir y = g(x). Da g stetig ist und g(0) = 0, gilt g(z) — 0 fiir x — 0. Daher

F#(0) (
K]

flo@) =" g(@)" +r(g(x)).
k=0

Wegen der Definition von o(-) gilt r(g(z)) = o(g(x)"), da g(x) — 0. Somit

wie behauptet.

(b) Aus der Taylorentwicklung von g folgt

n_ g0 ,
9() = P(a) + ez),  P(a) :=Zg]ﬂ(0)wﬂ e(x) = ofa™).
j=0

Zunéchst verkniipfen wir o(g(z)™) mit o(z™). Da ¢(0) = 0, kénnen wir schreiben
g(z) = xh(x), wobei

o)
h(m) — x ) # 07
g/(O), x =0,

und A ist in einer Umgebung von 0 stetig und damit beschrankt. Somit gilt |g(z)| <
C|z| fiir kleine z, und damit g(z)” = O(2™). Wenn nun r(z) = o(g(z)"), so gilt

- Y L0.0=0,
e

also r(z) = o(z") fiir x — 0.
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Nach Teil (a) gilt

flg(x) = 3 — g(@)* + o(g(a)").

Da o(g(x)™) = o(z™), bleibt zu zeigen, dass man g(z)* durch P(z)* bis auf einen
Fehler o(x™) ersetzen darf.

Wir schreiben

Wir zeigen nun

(P(x) + e(z))* = P(z)F + o(z").
Nach der binomischen Formel gilt
(P+e)—PF= f: <k>Pk meM = e - i ( )Pkmeml.
m=1 \"" m=1

In einer Umgebung von 0 sind sowohl P(x) als auch e(x) beschrankt, d.h. |P(z)| < M,
le(z)| < 1. Jeder Summand ist also durch eine Konstante beschrénkt, und somit ist

|(P(x) + e(2))* — P(2)*] < Cg le(x).
Da e(z) = o(z"), folgt |(P(z) + e(z))* — P(2)*| = o(z™). Also

=y L0 b o),

da eine endliche Summe von o(z")-Termen weiterhin o(z™) bleibt. Mit P(x) =

@0
"o ? ’ ( 920 i ergibt sich

wie gewiinscht.
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()
Aus Teil (b) haben wir
f(g9(x)) = Qn(z) +o(z"),

k
n g(j)(o) L
(550

wobei

n k)
Zf !()

Qn(x) = ’

g
k=0 J:

ein Polynom ist (alle Terme hoheren Grades konnen entfernt werden, falls man den
Taylorpolynom vom Grad n haben mdchte).

Nach Definition ist das Taylorpolynom von f o g vom Grad n das eindeutige Polynom
T,, vom Grad hochstens n, so dass

f(g(z)) = To(z) + o(z™) fiir z — 0.

Damit erhélt man 7}, (z), indem man aus @Q,(x) alle Terme vom Grad grofer als n
entfernt.

Mit anderen Worten: Das Taylorpolynom von f o g bei 0 entsteht durch Komposition
der Taylorpolynome von f und g (und anschlieBendes Abschneiden der Terme vom
Grad > n), wie behauptet.
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