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Grundlegende Aufgaben – versuchen Sie unbedingt, diese zu
lösen und die Lösungen zu verstehen

Aufgabe 1. (∗) Berechnen Sie die Taylor-Approximationen der folgenden Funktionen
bei x = 0 bis zur vierten Ordnung. Geben Sie die Fehlerterme und die Little-o- und
Big-O-Schreibweise genau an.

a) f(x) = 1
1−x

b) f(x) = cos(x)

c) f(x) = cos2(x)

d) f(x) = log(1 + x)

Lösung.

a) Es gibt zwei Möglichkeiten, diese Taylorentwicklung zu bestimmen. Die erste
besteht darin, die geometrische Reihe zu erkennen. Wir wollen jedoch die
Standardmethode üben und berechnen deshalb die Ableitungen:

f(x) = 1
1 − x

,

f ′(x) = 1
(1 − x)2 ,

f ′′(x) = 2
(1 − x)3 ,

f (3)(x) = 6
(1 − x)4 ,

f (4)(x) = 24
(1 − x)5 .

Auswerten bei x = 0 ergibt

f(0) = 1, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 2, f (3)(0) = 6, f (4)(0) = 24.

Die Zähler kürzen sich jeweils mit der Fakultät, und nach dem Taylorsatz (z. B.
Korollar 7.59) erhalten wir

f(x) = 1 + x + x2 + x3 + x4 + R5(x),

wobei der Restterm R5(x) von Ordnung x5 ist. Genauer folgt aus der Lagrange-
form des Restes

R5(x) = f (5)(ξ)
5! x5 = 120

(1 − ξ)6
x5

120 = x5

(1 − ξ)6
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für ein ξ zwischen 0 und x. Daher gilt R5(x) = O(|x|5) für x → 0, insbesondere
R5(x) = o(x4). Somit

f(x) = 1 + x + x2 + x3 + x4 + O(|x|5).

b) Die Kosinusfunktion ist glatt, und ihre Ableitungen sind

f(x) = cos(x),
f ′(x) = − sin(x),
f ′′(x) = − cos(x),

f (3)(x) = sin(x),
f (4)(x) = cos(x).

Da cos(0) = 1 und sin(0) = 0, gilt

f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = −1, f (3)(0) = 0, f (4)(0) = 1.

Somit lautet die Taylorentwicklung bis zur Ordnung 4

f(x) = 1 + 0 · x − x2

2 + 0 · x3

6 + x4

24 + R6(x) = 1 − x2

2 + x4

24 + R6(x),

wobei der nächste nichtverschwindende Term von Ordnung x6 ist. Also ist
R6(x) = O(|x|6) für x → 0 und insbesondere R6(x) = o(x4) (auch R5(x) = o(x4)
gilt). Daher

f(x) = 1 − x2

2 + x4

24 + O(|x|6).

c) Die Funktion ist wiederum glatt. Man könnte die Ableitungen direkt berechnen,
aber einfacher ist es, die trigonometrische Identität

cos2(x) = 1 + cos(2x)
2

zu verwenden. Die Taylorentwicklung von cos an 0 ist bekannt:

cos(2x) = 1 − (2x)2

2 + (2x)4

24 + O(|x|6) = 1 − 2x2 + 2
3x4 + O(|x|6).

Daher

cos2(x) = 1 + cos(2x)
2

= 1
2
(
1 + 1 − 2x2 + 2

3x4 + O(|x|6)
)

= 1 − x2 + 1
3x4 + O(|x|6).
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Der Fehlerterm ist wiederum von Ordnung x6, erfüllt also O(|x|6) und damit
o(x4).

Alternative Lösung zu (c) durch Quadrieren des Taylorpolynoms von cos x:

Wir kennen die Taylorentwicklung von cos(x) bei x = 0 bis zur Ordnung vier:

cos(x) = 1 − x2

2 + x4

24 + O(|x|6).

Quadrieren wir diesen Ausdruck:

cos2(x) =
(

1 − x2

2 + x4

24 + O(|x|6)
)2

.

Entwickeln wir termweise,

cos2(x) = 1 − x2 +
(1

4 + 1
12

)
x4 + O(|x|6).

Da
1
4 + 1

12 = 3
12 + 1

12 = 4
12 = 1

3 ,

folgt
cos2(x) = 1 − x2 + 1

3x4 + O(|x|6).

d) Wie zuvor berechnen wir die Ableitungen:

f(x) = log(1 + x),

f ′(x) = 1
1 + x

,

f ′′(x) = − 1
(1 + x)2 ,

f (3)(x) = 2
(1 + x)3 ,

f (4)(x) = − 6
(1 + x)4 .

Auswerten bei x = 0 liefert

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = −1, f (3)(0) = 2, f (4)(0) = −6.
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Mit dem Taylorsatz ergibt sich dann

f(x) = 0 + 1 · x + −1
2 x2 + 2

6x3 + −6
24 x4 + R5(x)

= x − x2

2 + x3

3 − x4

4 + R5(x),

wobei der nächste Term von Ordnung x5 ist. Somit gilt R5(x) = O(|x|5) für
x → 0, insbesondere R5(x) = o(x4). Daher

f(x) = x − x2

2 + x3

3 − x4

4 + O(|x|5).

Aufgabe 2. (∗∗) Verwenden Sie geeignete Taylor-Polynome, um die Grenzwerte im
Ursprung

lim
x→0

f(x),

der folgenden Funktionen zu berechnen:

(a) f(x) = x − tan x

log(1 − x3)

(b) f(x) = 1 − cos(x2)
arcsin(x4)

(c) f(x) = ex − x − cos x

sin3 x

(d) f(x) = (1 − cos x)3

sin(x6)

(e) f(x) = cos x − e−x2/2

sin(x4)

(f) f(x) =
(sin x − x)2 − 1

36x6

x8

(g) f(x) = arctan(x) cos(x2) − x

x3

(h) f(x) = sin(x2) − sin2(x)
x4

(i) f(x) = x + log(1 − x)
1 −

√
1 − x2
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Lösung. Wir verwenden Taylorentwicklungen der Standardfunktionen um x = 0 und
vergleichen die führenden Terme von Zähler und Nenner.

Wir erinnern an die folgenden Taylorentwicklungen bei 0:

sin x = x − x3

6 + x5

120 + O(x7),

cos x = 1 − x2

2 + x4

24 + O(x6),

tan x = x + x3

3 + 2x5

15 + O(x7),

log(1 + u) = u − u2

2 + u3

3 + O(u4),

arcsin u = u + u3

6 + O(u5),

ex = 1 + x + x2

2 + x3

6 + x4

24 + O(x5),

e−x2/2 = 1 − x2

2 + x4

8 + O(x6),
√

1 + u = 1 + u

2 − u2

8 + O(u3).

(a) f(x) = x − tan x

log(1 − x3) .

Wir haben
tan x = x + x3

3 + 2x5

15 + O(x7),

also
x − tan x = −x3

3 − 2x5

15 + O(x7).

Außerdem
log(1 − x3) = −x3 − x6

2 + O(x9).

Damit
x − tan x

log(1 − x3) =
−x3

(
1
3 + 2

15x2 + O(x4)
)

−x3
(
1 + x3

2 + O(x6)
) → 1

3 ,

also
lim
x→0

f(x) = 1
3 .
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(b) f(x) = 1 − cos(x2)
arcsin(x4) .

Wir haben
cos(x2) = 1 − x4

2 + x8

24 + O(x12),

also
1 − cos(x2) = x4

2 − x8

24 + O(x12).

Außerdem
arcsin(x4) = x4 + x12

6 + O(x20).

Damit
1 − cos(x2)
arcsin(x4) =

x4

2 + O(x8)
x4 + O(x12) → 1

2 ,

also
lim
x→0

f(x) = 1
2 .

(c) f(x) = ex − x − cos x

sin3 x
.

Zunächst

ex = 1 + x + x2

2 + x3

6 + O(x4),

cos x = 1 − x2

2 + O(x4).

Damit

ex − x − cos x =
(

1 + x + x2

2 + x3

6 + O(x4)
)

− x −
(

1 − x2

2 + O(x4)
)

= x2 + x3

6 + O(x4).

Außerdem
sin x = x − x3

6 + O(x5),

also

sin3 x = x3
(

1 − x2

6 + O(x4)
)3

= x3 + O(x5).

Damit
ex − x − cos x

sin3 x
=

x2 + x3

6 + O(x4)
x3 + O(x5) = 1

x

1 + x
6 + O(x2)

1 + O(x2) .
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Für x → 0 verhält sich das wie 1
x , der Grenzwert ist also unendlich (geht für

x → 0+ gegen +∞ und für x → 0− gegen −∞). Daher

lim
x→0

f(x) existiert nicht (divergiert nach ± ∞).

(d) f(x) = (1 − cos x)3

sin(x6) .

Wir haben
cos x = 1 − x2

2 + x4

24 + O(x6),

also
1 − cos x = x2

2 − x4

24 + O(x6).

Damit

(1 − cos x)3 =
(

x2

2 + O(x4)
)3

= x6

8 + O(x8).

Außerdem
sin(x6) = x6 − x18

6 + O(x30) = x6 + O(x18).

Daraus folgt
(1 − cos x)3

sin(x6) =
x6

8 + O(x8)
x6 + O(x18) → 1

8 ,

also
lim
x→0

f(x) = 1
8 .

(e) f(x) = cos x − e−x2/2

sin(x4) .

Wir haben

cos x = 1 − x2

2 + x4

24 + O(x6),

e−x2/2 = 1 − x2

2 + x4

8 + O(x6).

Damit
cos x − e−x2/2 =

( 1
24 − 1

8

)
x4 + O(x6) = −x4

12 + O(x6).

Außerdem
sin(x4) = x4 − x12

6 + O(x20) = x4 + O(x12).
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Daraus folgt
cos x − e−x2/2

sin(x4) =
−x4

12 + O(x6)
x4 + O(x12) → − 1

12 ,

also
lim
x→0

f(x) = − 1
12 .

(f) f(x) =
(sin x − x)2 − 1

36x6

x8 .

Wir wissen
sin x = x − x3

6 + x5

120 − x7

5040 + O(x9),

also
sin x − x = −x3

6 + x5

120 + O(x7).

Dann

(sin x − x)2 =
(

−x3

6 + x5

120 + O(x7)
)2

= x6

36 − x8

360 + O(x10).

Somit
(sin x − x)2 − 1

36x6 = − x8

360 + O(x10),

und daher
(sin x − x)2 − 1

36x6

x8 = − 1
360 + O(x2) → − 1

360 ,

also
lim
x→0

f(x) = − 1
360 .

(g) f(x) = arctan(x) cos(x2) − x

x3 .

Wir haben

arctan x = x − x3

3 + O(x5), cos(x2) = 1 − x4

2 + O(x8).

Dann, bis zur Ordnung x3,

arctan x cos(x2) =
(

x − x3

3 + O(x5)
)(

1 − x4

2 + O(x8)
)

= x − x3

3 + O(x5),
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da der x4-Faktor nur Terme der Ordnung ≥ x5 beiträgt. Somit

arctan(x) cos(x2) − x = −x3

3 + O(x5),

und daher
arctan(x) cos(x2) − x

x3 = −1
3 + O(x2) → −1

3 ,

also
lim
x→0

f(x) = −1
3 .

(h) f(x) = sin(x2) − sin2(x)
x4 .

Wir haben
sin(x2) = x2 − x6

6 + O(x10),

und
sin x = x − x3

6 + O(x5),

also

sin2 x =
(

x − x3

6 + O(x5)
)2

= x2 − x4

3 + O(x6).

Damit

sin(x2) − sin2 x =
(

x2 − x6

6 + O(x10)
)

−
(

x2 − x4

3 + O(x6)
)

= x4

3 + O(x6).

Also
sin(x2) − sin2(x)

x4 = 1
3 + O(x2) → 1

3 ,

somit
lim
x→0

f(x) = 1
3 .

(i) f(x) = x + log(1 − x)
1 −

√
1 − x2

.

Mit log(1 − x) = −x − x2

2 − x3

3 − x4

4 + O(x5) erhalten wir

x + log(1 − x) = x − x − x2

2 − x3

3 − x4

4 + O(x5) = −x2

2 − x3

3 − x4

4 + O(x5).
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Außerdem, mit u = −x2,

√
1 − x2 = 1 − x2

2 − x4

8 + O(x6),

also

1 −
√

1 − x2 = 1 −
(

1 − x2

2 − x4

8 + O(x6)
)

= x2

2 + x4

8 + O(x6).

Damit
x + log(1 − x)
1 −

√
1 − x2

=
−x2

2 − x3

3 − x4

4 + O(x5)
x2

2 + x4

8 + O(x6)
.

Wir faktorisieren x2:

=
−1

2 − x
3 − x2

4 + O(x3)
1
2 + x2

8 + O(x4)
.

Für x → 0 konvergiert dies gegen

−1
2

1
2

= −1,

also
lim
x→0

f(x) = −1.

Aufgabe 3. (MC) Sei I = [a, b] ein nicht-leeres kompaktes Intervall. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?

(a) Alle auf I differenzierbaren Funktionen sind beschränkt.

(b) Alle beschränkten Funktionen auf I sind Riemann-integrierbar.

(c) Alle differenzierbaren Funktionen auf I sind Riemann-integrierbar.

(d) Nach dem Fundamentalsatz der Analysis sind alle Riemann-integrierbaren
Funktionen auf I differenzierbar.

Lösung.

(a) Eine auf [a, b] differenzierbare Funktion ist auf [a, b] stetig. Jede stetige Funktion
auf einem kompakten Intervall ist beschränkt. Daher ist die Aussage wahr.
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(b) Diese Aussage ist falsch. Beschränktheit allein impliziert keine Riemann-
Integrierbarkeit. Ein Gegenbeispiel ist die Funktion

f(x) =
{

1, x ∈ Q,

0, x /∈ Q,

auf [a, b]. Sie ist beschränkt, aber nicht Riemann-integrierbar, da die oberen
und unteren Summen nie übereinstimmen. Die Aussage ist also falsch.

(c) Wie in (a) ist eine differenzierbare Funktion auf [a, b] stetig auf [a, b]. Jede
stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist Riemann-integrierbar. Daher
ist die Aussage wahr.

(d) Der Fundamentalsatz der Analysis besagt dies nicht. Er sagt (in einer Version),
dass, wenn f stetig ist, eine Stammfunktion F (x) =

∫ x
a f(t) dt+C differenzierbar

ist und F ′(x) = f(x) gilt. Es gibt jedoch viele Riemann-integrierbare Funktionen,
die nicht differenzierbar (ja sogar nicht stetig) sind, zum Beispiel

f(x) =
{

0, x < 0,

1, x ≥ 0,

auf [−1, 1]. Diese Funktion ist Riemann-integrierbar, aber nicht stetig (und
somit nicht differenzierbar) bei x = 0. Daher ist die Aussage falsch.

Aufgabe 4. (∗∗) Lösen Sie nach der unbekannten Funktion u(x) in den folgenden
Differentialgleichungen. Wo ist die Lösung definiert?

1. u′(x) + x2 · u(x) = 0

2. u′(x) = u(x)
1+x2

3. u′(x) + ex · u(x) = −2ex

4. u′(x) + u(x)
x = x2

Lösung. Wir wenden die Sätze 8.3 und 8.6 an.

1. u′(x) + x2 u(x) = 0.

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung mit f(x) = x2 und g(x) = 0.
Wir berechnen eine Stammfunktion:

F (x) =
∫

x2 dx = x3

3 .
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Nach der homogenen Version des Satzes lautet die Lösung:

u(x) = Ae−F (x) = Ae−x3/3, A ∈ R.

Da F überall definiert ist, gilt die Lösung auf ganz R.

2. u′(x) = u(x)
1 + x2 .

Wir schreiben dies in linearer Form um:

u′(x) − 1
1 + x2 u(x) = 0.

Hier ist f(x) = − 1
1 + x2 und die Gleichung ist homogen. Eine Stammfunktion

ist
F (x) =

∫
− 1

1 + x2 dx = − arctan(x).

Nach dem Satz ergibt sich

u(x) = Ae−F (x) = Aearctan(x), A ∈ R.

Auch u ≡ 0 ist eine Lösung. Da arctan überall definiert ist, sind die Lösungen
auf R definiert.

3. u′(x) + exu(x) = −2ex.

Dies ist eine inhomogene Gleichung mit f(x) = ex und g(x) = −2ex. Wir
berechnen

F (x) =
∫

ex dx = ex.

Nun bestimmen wir eine Stammfunktion von g(x)eF (x):

g(x)eF (x) = −2ex · eex = −2ex+ex
.

Sei H eine Stammfunktion davon: Substituiere t = ex, dann dt = exdx. Damit

H(x) =
∫

−2eex
ex dx =

∫
−2et dt = −2et + C = −2eex + C.

Nach dem Satz folgt

u(x) = H(x)e−F (x) + Ae−F (x) = (−2eex + C)e−ex + Ae−ex = −2 + Be−ex
,

mit B ∈ R. Alle Terme sind für alle x ∈ R definiert, also gilt die Lösung global.
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4. u′(x) + u(x)
x

= x2.

Dies ist eine inhomogene Gleichung mit f(x) = 1
x

und g(x) = x2. Beachte, dass
f bei x = 0 nicht definiert ist; daher wenden wir den Satz nur auf Intervallen
ohne 0 an.

Eine Stammfunktion von f ist

F (x) =
∫ 1

x
dx = ln |x|.

Dann gilt
g(x)eF (x) = x2 · |x| = |x|3.

Für (0, ∞) ist dies einfach x3, also ist eine Stammfunktion

H(x) = x4

4 + C.

Nach dem Satz gilt

u(x) = H(x)e−F (x) + Ae−F (x) =
(

x4

4 + C

)
1
x

+ A
1
x

= x3

4 + B

x
.

Der gleiche Ausdruck gilt auf (−∞, 0), jedoch mit einem möglicherweise anderen
Konstantenwert.

Damit sind die Lösungen

u(x) = x3

4 + C

x
, x ̸= 0,

definiert auf beliebigen Intervallen, die 0 nicht enthalten.

Weitere Aufgaben

Aufgabe 5. (MC aus früherer Prüfung) Es gilt

∫
x ln(x) sin(x) dx = . . .

(a) −x ln(x) cos(x) + ln(x) sin(x) + sin(x) −
∫ sin(x)

x dx.
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(b) x ln(x) cos(x) + ln(x) sin(x) + sin(x).

(c) x ln(x) cos(x) + ln(x) sin(x) + sin(x) +
∫ sin(x)

x dx.

(d) x ln(x) cos(x) + ln(x) sin(x) − sin(x).

Lösung. Wir berechnen ∫
x ln(x) sin(x) dx.

Wir wenden partielle Integration an mit

u = ln(x), dv = x sin(x) dx.

Dann gilt
du = 1

x
dx, v =

∫
x sin(x) dx = −x cos(x) + sin(x).

Damit∫
x ln(x) sin(x) dx = ln(x)

(
−x cos(x) + sin(x)

)
−
∫ −x cos(x) + sin(x)

x
dx.

Wir vereinfachen das verbleibende Integral:∫ −x cos(x) + sin(x)
x

dx =
∫ (

− cos(x) + sin(x)
x

)
dx = − sin(x) +

∫ sin(x)
x

dx.

Somit∫
x ln(x) sin(x) dx = −x ln(x) cos(x) + ln(x) sin(x) + sin(x) −

∫ sin(x)
x

dx + C.

Dies entspricht Option (a).

Aufgabe 6. (∗) Berechnen Sie die folgenden Ausdrücke, welche die Gammafunktion
Γ enthalten.

a) 60Γ(5)
Γ(7)

b)
∫∞

0 2x4e1−x dx

Lösung.

a) Wir verwenden die Identität Γ(n) = (n − 1)! für positive ganze Zahlen n. Damit
gilt

Γ(5) = 4!, Γ(7) = 6!.
Folglich

60 Γ(5)
Γ(7) = 60 · 4!

6! = 60 · 24
720 = 1440

720 = 2.
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b) Wir schreiben das Integral um:∫ ∞

0
2x4e1−x dx = 2e

∫ ∞

0
x4e−x dx.

Wir erkennen die Definition der Gammafunktion wieder:

Γ(n + 1) =
∫ ∞

0
xne−x dx.

Hier ist n = 4, somit ∫ ∞

0
x4e−x dx = Γ(5) = 4! = 24.

Also
2e · 24 = 48e.

Aufgabe 7. (∗∗) Sei f : [0, 1] → [0, 1] die Funktion f(x) = x. Wir wissen, dass f auf
[0, 1] Riemann-integrierbar ist und∫ 1

0
f(x) dx = 1

2 .

Wir möchten f durch Treppenfunktionen approximieren. Dazu fixieren wir n ∈ N =
{1, 2, 3, . . . } und zerlegen

[0, 1] =
n−1⋃
k=0

[
k

n
,
k + 1

n

)
∪ {1}.

Für jedes n ∈ N = {1, 2, 3, . . . } betrachten wir die Folge von Treppenfunktionen
ℓn : [0, 1] → [0, 1] (indiziert durch n)

ℓn(x) =


k
n , falls x im Intervall

[
k
n , k+1

n

)
liegt,

1, falls x = 1.

Sei
N := min

{
n ∈ N :

∫ 1

0
(f(x) − ℓn(x)) dx <

1
10

}
.

Berechnen Sie den Wert von N .

Lösung.
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Wir geben eine geometrische Lösung, indem wir das Integral∫ 1

0
(f(x) − ℓn(x)) dx =

∫ 1

0
(x − ℓn(x)) dx

als die gesamte Fläche zwischen dem Graphen der Funktion f(x) = x und der
Treppenfunktion ℓn interpretieren.

Unten folgt eine Abbildung, die die Diagonale y = x, die Treppenfunktion ℓn für
n = 4 (als Beispiel) sowie die dreieckigen Fehlerflächen zeigt:

x

y
y = x

1
4

1
2

3
4 1

1
4

1
2

3
4

1

ℓ4(x)

Diese Abbildung zeigt die Diagonale y = x, die Treppenapproximation ℓ4 sowie die
kleinen Dreiecke, deren Gesamtfläche dem Integral

∫ 1
0 (x − ℓ4(x)) dx entspricht.

Auf jedem Teilintervall
[

k
n , k+1

n

)
ist ℓn(x) = k

n konstant, während f(x) = x linear
steigt. Somit ist x − ℓn(x) genau der vertikale Abstand zwischen der Diagonale y = x
und der Horizontalen y = k

n auf diesem Intervall.

Fixiere k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Auf dem Intervall[
k

n
,
k + 1

n

)
ist die Fläche zwischen y = x und y = k

n das Dreieck mit:

• Basislänge
k + 1

n
− k

n
= 1

n
,

• Höhe (
k + 1

n

)
− k

n
= 1

n
.
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Daher beträgt die Dreiecksfläche auf jedem Teilintervall

Fläche = 1
2 · 1

n
· 1

n
= 1

2n2 .

Da es n solcher Teilintervalle gibt, ist die Gesamtfläche∫ 1

0
(x − ℓn(x)) dx = n · 1

2n2 = 1
2n

.

Nun stellen wir die Bedingung
1

2n
<

1
10 .

Dies ist äquivalent zu
10 < 2n ⇐⇒ n > 5.

Die kleinste natürliche Zahl mit dieser Eigenschaft ist

N = 6.

Alternative Lösung: Wir berechnen zunächst das Integral∫ 1

0
(f(x) − ℓn(x)) dx =

∫ 1

0
(x − ℓn(x)) dx.

Erinnern wir uns daran, dass auf jedem Teilintervall
[

k
n , k+1

n

)
gilt ℓn(x) = k

n und
f(x) = x. Daher ∫ 1

0
(x − ℓn(x)) dx =

n−1∑
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

(
x − k

n

)
dx,

da der Punkt x = 1 Maß null besitzt und das Integral nicht beeinflusst.

Fixieren wir k und berechnen∫ (k+1)/n

k/n

(
x − k

n

)
dx =

∫ (k+1)/n

k/n
x dx −

∫ (k+1)/n

k/n

k

n
dx.

Es gilt ∫ (k+1)/n

k/n
x dx = x2

2

∣∣∣∣∣
(k+1)/n

k/n

= 1
2

(
(k + 1)2

n2 − k2

n2

)
= 2k + 1

2n2 ,

und ∫ (k+1)/n

k/n

k

n
dx = k

n

(
k + 1

n
− k

n

)
= k

n
· 1

n
= k

n2 .
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Damit folgt ∫ (k+1)/n

k/n

(
x − k

n

)
dx = 2k + 1

2n2 − k

n2 = 1
2n2 ,

was unabhängig von k ist.

Summieren wir über alle k = 0, . . . , n − 1,∫ 1

0
(x − ℓn(x)) dx =

n−1∑
k=0

1
2n2 = n · 1

2n2 = 1
2n

.

Nun fordern wir
1

2n
<

1
10 .

Diese Ungleichung ist äquivalent zu
1

2n
<

1
10 ⇐⇒ 10 < 2n ⇐⇒ n > 5.

Damit ist die kleinste natürliche Zahl n, die dies erfüllt,

N = 6.

Aufgabe 8. (∗ ∗ ∗) Seien f und g Funktionen, die bis zur Ordnung n auf einem
offenen Intervall, das 0 enthält, differenzierbar sind, mit g(0) = 0. Es sei angenommen,
dass g eine Taylorentwicklung der Ordnung n bei 0 besitzt,

g(x) =
n∑

k=0

g(k)(0)
k! xk + o(xn),

und dass f eine Taylorentwicklung der Ordnung n bei 0 besitzt,

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k! xk + o(xn).

(a) Zeigen Sie, dass

f(g(x)) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k! g(x)k + o(g(x)n).

(b) Verwenden Sie die Taylorentwicklung von g, um zu beweisen, dass

f(g(x)) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

 n∑
j=0

g(j)(0)
j! xj

k

+ o(xn).
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(c) Schließen Sie daraus, dass das Taylorpolynom vom Grad n der Komposition
f ◦ g bei 0 durch Komposition der Taylorpolynome von f und g bis auf einen
Fehlerterm o(xn) erhalten werden kann.

Lösung.

(a) Wir schreiben die Taylorentwicklung von f bei 0 in der Form

f(y) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k! yk + r(y), wobei r(y)

yn
−−−→
y→0

0.

Nun setzen wir y = g(x). Da g stetig ist und g(0) = 0, gilt g(x) → 0 für x → 0. Daher

f(g(x)) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

(
g(x)

)k + r(g(x)).

Wegen der Definition von o(·) gilt r(g(x)) = o
(
g(x)n

)
, da g(x) → 0. Somit

f(g(x)) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k! g(x)k + o

(
g(x)n),

wie behauptet.

(b) Aus der Taylorentwicklung von g folgt

g(x) = P (x) + e(x), P (x) :=
n∑

j=0

g(j)(0)
j! xj , e(x) = o(xn).

Zunächst verknüpfen wir o(g(x)n) mit o(xn). Da g(0) = 0, können wir schreiben
g(x) = xh(x), wobei

h(x) =


g(x)

x
, x ̸= 0,

g′(0), x = 0,

und h ist in einer Umgebung von 0 stetig und damit beschränkt. Somit gilt |g(x)| ≤
C|x| für kleine x, und damit g(x)n = O(xn). Wenn nun r(x) = o(g(x)n), so gilt

r(x)
xn

= r(x)
g(x)n

g(x)n

xn
→ 0 · C = 0,

also r(x) = o(xn) für x → 0.

19



d-math
Prof. Alessio Figalli

Analysis I: one Variable
Lösungen 12

ETH Zürich
HS 2025

Nach Teil (a) gilt

f(g(x)) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k! g(x)k + o(g(x)n).

Da o(g(x)n) = o(xn), bleibt zu zeigen, dass man g(x)k durch P (x)k bis auf einen
Fehler o(xn) ersetzen darf.

Wir schreiben
g(x)k = (P (x) + e(x))k.

Wir zeigen nun
(P (x) + e(x))k = P (x)k + o(xn).

Nach der binomischen Formel gilt

(P + e)k − P k =
k∑

m=1

(
k

m

)
P k−mem = e ·

k∑
m=1

(
k

m

)
P k−mem−1.

In einer Umgebung von 0 sind sowohl P (x) als auch e(x) beschränkt, d.h. |P (x)| ≤ M ,
|e(x)| ≤ 1. Jeder Summand ist also durch eine Konstante beschränkt, und somit ist

|(P (x) + e(x))k − P (x)k| ≤ Ck |e(x)|.

Da e(x) = o(xn), folgt |(P (x) + e(x))k − P (x)k| = o(xn). Also

g(x)k = P (x)k + o(xn).

Einsetzen in die Darstellung aus (a) liefert

f(g(x)) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

(
P (x)k + o(xn)

)
+ o(xn)

=
n∑

k=0

f (k)(0)
k! P (x)k + o(xn),

da eine endliche Summe von o(xn)-Termen weiterhin o(xn) bleibt. Mit P (x) =∑n
j=0

g(j)(0)
j! xj ergibt sich

f(g(x)) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

 n∑
j=0

g(j)(0)
j! xj

k

+ o(xn),

wie gewünscht.
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(c)

Aus Teil (b) haben wir
f(g(x)) = Qn(x) + o(xn),

wobei

Qn(x) :=
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

 n∑
j=0

g(j)(0)
j! xj

k

ein Polynom ist (alle Terme höheren Grades können entfernt werden, falls man den
Taylorpolynom vom Grad n haben möchte).

Nach Definition ist das Taylorpolynom von f ◦ g vom Grad n das eindeutige Polynom
Tn vom Grad höchstens n, so dass

f(g(x)) = Tn(x) + o(xn) für x → 0.

Damit erhält man Tn(x), indem man aus Qn(x) alle Terme vom Grad größer als n
entfernt.

Mit anderen Worten: Das Taylorpolynom von f ◦ g bei 0 entsteht durch Komposition
der Taylorpolynome von f und g (und anschließendes Abschneiden der Terme vom
Grad > n), wie behauptet.
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