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Grundlegende Aufgaben – versuchen Sie unbedingt, diese zu
lösen und die Lösungen zu verstehen

Aufgabe 1. (Alte Prüfungsaufgabe) Lösen Sie das Anfangswertproblem{
y′ = xy2 + x,

y(0) = 1.

Lösung. Durch Separierung der Variablen erhalten wir
dy

dx
= xy2 + x = x(y2 + 1),

woraus folgt, dass ∫ 1
y2 + 1dy =

∫
xdx.

Aus der Formelsammlung können wir ablesen, dass

arctan(y) = 1
2x2 + C,

und damit y(x) = tan
(

1
2x2 + C

)
. Wir bestimmen C durch den Anfangswert

1 = y(0) = tan(C), C = arctan(1) = π/4.

Insgesamt erhalten wir
y(x) = tan

(1
2x2 + π

4

)
.

Aufgabe 2. (Alte Prüfungsaufgabe) Finden Sie die Lösung y : I → R des An-
fangswertproblems

x2y′ = y2, y(1) = 2,

Lösung. Wir verwenden die Methode der Separation der Variablen:
dy

dx
x2 = y2

=⇒ dy

y2 = dx

x2

=⇒
∫

dy

y2 =
∫

dx

x2

=⇒ − 1
y

= − 1
x

+ C = Cx − 1
x

=⇒ y = x

1 − Cx
.
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Wir setzen den Anfangswert ein und lösen nach C auf:

2 = y(1)

= 1
1 − C

ergibt C = 1
2 . Somit folgt

y(x) = x

x − 1
2x

= 2x

2 − x
.

Aufgabe 3. (Alte Prüfungsaufgabe) Finden Sie alle Lösungen y : R → R der
Differenzialgleichung

y′ = ex−y,

die auf ganz R definiert sind.

Lösung. Wir schreiben mit der Methode der Separation der Variablen die Differen-
zialgleichung in der Form

ey(x)y′(x) = ex

Die linke Seite ist (ey(x))′ = ex, also ist y genau dann eine Lösung wenn

ey(x) = ex + C,

für alle x ∈ R und eine Konstante C. Die rechte Seite ist positiv für alle x ∈ R genau
dann wenn C ≥ 0. Also ist die allgemeine auf ganz R definierte Lösung

y(x) = log(ex + C), C ≥ 0.

Aufgabe 4. (∗∗) Lösen Sie die folgenden gewöhnlichen Differentialgleichungen
(ODEs):

a) u′′(x) + u(x) = sin(2x), u(0) = 0, u′(0) = 1.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Lösung der Form a sin(2x) + b cos(2x).

b) u′′(x) + 4u(x) = cos(2x), u(0) = 1, u′(0) = 0.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Lösung der Form ax cos(2x) +
bx sin(2x).

c) u′′(x) + u′(x) − 2u(x) = x2, u(0) = 2, u′(0) = 1.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Lösung der Form ax2 + bx + c.
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d) u′′(x) + 2u′(x) − 3u(x) = cos(x) + x, u(0) = 1, u′(0) = 1.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Lösung der Form a sin(x) + b cos(x) +
cx + d.

Lösung. In dieser Aufgabe wollen wir uns vorallem auf die speziellen Lösungen up(x)
konzentrieren. Wir sind daher jeweils etwas kurz bei den Lösungen zum homogenen
Problem. Diese kann man aber jeweils einfach mit Satz 8.16 finden.

a) Wir setzen up(x) = a sin(2x) + b cos(2x). Dann berechnen wir

u′′
p(x) + up(x) = −3a sin(2x) − 3b cos(2x).

Wir wählen also a = −1
3 und b = 0 d.h.

up(x) = −1
3 sin(2x).

Wir suchen nun eine Lösung der Form u(x) = v(x) + up(x) wobei v(x) eine
Lösung des homogenen Problems ist. Die Anfangsbedingungen für v(x) folgen
aus

0 = u(0) = v(0) + up(0) = v(0)

und
1 = u′(0) = v′(0) + u′

p(0) = v′(0) − 2
3 .

Wir müssen nun also eine Lösung für v′′(x)+v(x) = 0 mit v(0) = 0 und v′(0) = 5
3 .

Die allgemeine Lösung für DGL dieser Form ist v(x) = A sin(x) + B cos(x). Die
Anfangsbedingungen ergeben dann dass B = 0 und A = 5

3 . Wir schliessen dass

u(x) = 5
3 sin(x) − 1

3 sin(2x).

b) Wir setzen nun up(x) = ax cos(2x) + bx sin(x) und berechnen dass

u′′
p(x) + 4u(x) = 4b cos(2x) − 4a sin(2x).

Wir wählen also b = 1
4 und a = 0 d.h.

up(x) = x

4 sin(2x).

Dies erfüllt up(0) = 0 und u′
p(0) = 0. Die Lösung des homogenen Problems ist

dann v(x) = A sin(2x) + B cos(2x). Die Anfangsbedingungen ergeben v(0) =
B = 1 und v′(0) = 0 = −2A. Entsprechend schliessen wir dass

u(x) = cos(2x) + x

4 sin(2x).
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c) Wir betrachten up(x) = ax2 + bx + c und berechnen

u′′
p(x) + u′

p(x) − 2u(x) = 2a + (2ax + b) − 2(ax2 + bx + c)
= −2ax2 + (2a − 2b)x + 2a + b − 2c

Daher müssen wir a = −1
2 wählen, um x2 zu erhalten. Um einen Term mit x zu

vermeiden, benötigen wir 2a − 2b = 0, d.h. a = b = −1
2 . Schließlich benötigen

wir c = a + 1
2b = −1

2 − 1
4 = −3

4 , damit wir keinen konstanten Term erhalten.
Somit gilt

up(x) = −1
2x2 − 1

2x − 3
4 .

Die Lösung des homogenen Problems ist

v(x) = Ae−2x + Bex.

Nun setzen wir
u(0) = v(0) + up(0) = A + B − 3

4 = 2

und
u′(0) = v′(0) + u′

p(0) = −2A + B − 1
2 = 1.

Auflösen ergibt A = 5
12 und B = 7

3 . Somit haben wir also

u(x) = 5
12e−2x + 7

3ex − 1
2x2 − 1

2x − 3
4 = 1

12
(
5e−2x + 28ex − 6x2 − 6x − 9

)
.

d) Wir gehen vor wie gehabt: Für up(x) = a sin(x) + b cos(x) + cx + d, berechnen
wir

u′′
p(x) + 2u′

p(x) − 3up(x) = −2(b + 2a) sin(x) + 2(a − 2b) cos(x) − 3cx − 3d + 2c.

Wählen wir a = 1
10 und b = −1

5 , sowie c = −1
3 und d = −2

9 so ergibt dies genau
cos(x) + x. Daher ist

up(x) = 1
10 sin(x) − 1

5 cos(x) − 1
3x − 2

9 .

Die allgemeine Lösung zum homogenen Problem ist

v(x) = Ae−3x + Bex.

Wir müssen nun noch die Konstanten bestimmen:

1 = u(0) = A + B − 1
5 − 2

9
1 = u′(0) = −3A + B + 1

10 − 1
3
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Auflösen ergibt A = 17
360 und B = 11

8 . Somit ist

u(x) = 17
360e−3x + 11

8 ex + 1
10 sin(x) − 1

5 cos(x) − 1
3x − 2

9
= 1

360
(
17e−3x + 495ex + 36 sin(x) − 72 cos(x) − 120x − 80

)
.

Weitere Aufgaben

Aufgabe 5. (Alte Prüfungsaufgabe) Betrachten Sie die folgende Differentialgleichung
für zweimal stetig differenzierbare Funktionen u : R>0 → R:

xu′′(x) + 2u′(x) + ω2xu(x) = 0,

wobei ω > 0 eine fixe Konstante bezeichnet. Finden Sie alle beschränkten Lösungen
dieser Differentialgleichung.

Tipp: Betrachten Sie die Funktion v(x) = x u(x).

Lösung. Die Differentialgleichung, die die vorgeschlagene Funktion v erfüllt ist

v′′(x) + ω2v(x) = 0,

deren Lösungen bekanntlich v(x) = c1 cos(ωx) + c2 sin(ωx) sind, wobei c1, c2 ∈ R2.
Daraus folgt, dass die Lösungen der ursprünglichen DGL

y(x) = c1
cos(ωx)

x
+ c2

sin(ωx)
x

,

sind, wobei c1, c2 ∈ R. Die beschränkten Lösungen sind somit

y(x) = c
sin(ωx)

x
,

für c ∈ R.

Aufgabe 6. (Alte Prüfungsaufgabe) Finden Sie die allgemeine Lösung der Differen-
tialgleichung

y′ = y +
√

x2 + y2

x
,

für x > 0.

Hinweis: Verwenden Sie die Substitution u = y/x.
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Lösung. Nach Substitution können wir die Variablen separieren und erhalten

y(x) = x sinh(log(x) + C).

In der Prüfung wurde nur das Resultat gewertet. Wir geben trotzdem die Zwischen-
schritte an: Da y = ux, gilt

y′ = u′x + u = y

x
+

√
1 + y2

x2 = u +
√

1 + u2.

Wir müssen also die folgende Differentialgleichung für u lösen:

u′ = 1
x

√
1 + u2.

Diese Differentialgleichung können wir mit Separation der Variablen lösen:

du

dx
= 1

x

√
1 + u2

=⇒ 1√
1 + u2

du = 1
x

dx

=⇒
∫ 1√

1 + u2
du =

∫ 1
x

dx

=⇒ arsinh(u) = log(x) + C

=⇒ u = sinh(log(x) + C)
=⇒ y = x sinh(log(x) + C).

Differentialgleichungen mit Potenzreihen In den folgenden zwei Aufgaben wollen
wir eine neue Technik kennen lernen, wie wir Lösungen zu gewissen Differentialgle-
ichungen finden können. Die Idee ist die Funktion als Taylorreihe zu schreiben, Term
für Term abzuleiten, dies dann in die Differentialgleichung einzusetzen und daraus
Bedingungen für die Koeffizienten herzuleiten.

Konkreter, gehen wir wie folgt vor:

1. Wir nehmen an, die Lösung y(x) einer Differentialgleichung kann als Taylorreihe
geschrieben werden, also

y(x) =
∞∑

n=0
anxn.
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2. Wir differenzieren die Taylorreihe Term für Term und erhalten

y′(x) =
∞∑

n=1
nanxn−1

und
y′′(x) =

∞∑
n=2

n(n − 1)anxn−2.

3. Wir setzen dies in die Differentialgleichung ein und vereinfachen (insbesondere
müssen wir vielleicht die Indizes der Reihen neu definieren).

4. Wir vergleichen die Koeffizienten mit gleichen Potenzen von x um Werte für an

zu bestimmen.

5. Wir setzen die Koeffizienten wieder in die Taylorreihe ein.

Aufgabe 7. (∗ ∗ ∗) Verwenden Sie das Lösungsverfahren mit der Taylorreihe um eine
Lösung der Differentialgleichung

y′(x) + 2xy(x) = 0

zu finden. Kennen Sie eine Funktion deren Taylorreihe genau jene ist die Sie als
Lösung erhalten haben? Überprüfen Sie dass ihre Lösung stimmt indem Sie diese
Funktion in die Differentialgleichung einsetzen.

Hinweis: Falls Sie keine solche Funktion kennen, lösen Sie die Differentialgleichung mit
Separation der Variablen und kontrollieren Sie dass die Lösungen übereinstimmen.

Lösung. Wir setzen die Taylorentwicklungen von y(x) und y′(x) in die Differential-
gleichung ein. Wir erhalten

0 =
∞∑

n=1
nanxn−1 + 2x

∞∑
n=0

anxn

=
∞∑

n=1
nanxn−1 +

∞∑
n=0

2anxn+1

= a1 +
∞∑

n=2
nanxn−1 +

∞∑
n=0

2anxn+1

= a1 +
∞∑

n=0
(n + 2)an+2xn+1 +

∞∑
n=0

2anxn+1

= a1 +
∞∑

n=0
((n + 2)an+2 + 2an) xn+1.
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Wir sehen also dass
a1 = 0

und
an+2 = − 2

n + 2an.

Es folgt direkt dass an = 0 für alle n ungerade. Weiter gilt

a2 = −2
2a0 = −a0

a4 = −2
4a2 = 1

2a0

a6 = −2
6a4 = −1

6a0

...

a2k = a0
(−1)k

k! .

Somit haben wir eine Lösung gefunden, denn

y(x) = a0

∞∑
k=0

(−1)k

k! x2k = a0
∑
k=0

1
k! (−x2)k = a0 exp(−x2).

Aufgabe 8. (∗ ∗ ∗) (Bessel Gleichung mit α = 0) Finden Sie eine Lösung für die
Differentialgleichung

x2y′′ + xy′ + x2y = 0.

Bemerkung: Dies ist die DGL von Beispiel 8.2, Punkt 4 für α = 0.

Lösung. Wir setzen die Taylorentwicklungen in die Differentialgleichung ein:

0 = x2
∞∑

n=2
n(n − 1)anxn−2 + x

∑
n=1

nanxn−1 + x2 ∑
n=0

anxn

=
∞∑

n=2
n(n − 1)anxn +

∞∑
n=1

nanxn +
∞∑

n=0
anxn+2

=
∞∑

n=2
n(n − 1)anxn + a1x +

∞∑
n=2

nanxn +
∞∑

n=2
an−2xn

= a1x +
∞∑

n=2
(n(n − 1)an + nan + an−2) xn

= a1x +
∞∑

n=2
(n2an + an−2)xn.
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Wir schliessen also dass
a1 = 0

und dass für n ≥ 2,
an = − 1

n2 an−2.

Es folgt insbesondere dass alle Koeffizienten an für n ungerade Null sein müssen. Für
die geraden Koeffizienten, beobachten wir dass

a2 = − 1
22 a0

a4 = − 1
42 a2 = 1

4222 a0 =

a6 = − 1
62 a4 = − 1

624222 a0 = − a0
(6 · 4 · 2)2 = − a0

(233!)2 = − a0
22·3(3!)2

...

a2k = (−1)ka0
22k(k!)2

Wir schliessen also dass
y(x) = a0

∞∑
k=0

(−1)k

22k(k!)2 x2k.

Mit Mathematica oder einem ähnlichen Tool, können wir diese Funktion veran-
schaulichen. Dazu betrachten wir den Fall a0 = y(0) = 1 und den Mathematica-code

y[x_] := Sum[(-1)^k/((2)^(2 k) (k!)^2) x^(2 k), {k, 0, 20}];
Plot[y[x], {x, -15, 15}, PlotRange -> 1]

Das Ergebnis kann man in Abbildung 1 sehen.
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Figure 1: Lösung y(x) mit den ersten 20 Termen.
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