D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungen 13 HS 2025

Grundlegende Aufgaben — versuchen Sie unbedingt, diese zu
Iosen und die Losungen zu verstehen

Aufgabe 1. (Alte Priifungsaufgabe) Losen Sie das Anfangswertproblem
{y’ =ay’ +u,
y(0) = 1.

Losung. Durch Separierung der Variablen erhalten wir

dy 2 2
— = +x= +1
T xy +x=2x(y ),

1

Aus der Formelsammlung kénnen wir ablesen, dass

woraus folgt, dass

1
arctan(y) = §$2 +C,

und damit y(z) = tan (%xQ + C'). Wir bestimmen C' durch den Anfangswert
1 =1y(0) =tan(C), C = arctan(1l) = 7 /4.
Insgesamt erhalten wir

1
y(z) = tan (2$2 + Z) .

Aufgabe 2. (Alte Prifungsaufgabe) Finden Sie die Losung y: I — R des An-
fangswertproblems

2y =y, y(l) =2,

Loésung. Wir verwenden die Methode der Separation der Variablen:

L
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Wir setzen den Anfangswert ein und l6sen nach C' auf:

2=y(1)

ergibt C = % Somit folgt

Aufgabe 3. (Alte Priifungsaufgabe) Finden Sie alle Losungen y: R — R der
Differenzialgleichung

die auf ganz R definiert sind.

Losung. Wir schreiben mit der Methode der Separation der Variablen die Differen-

zialgleichung in der Form
Y@yl (2) = e®

Die linke Seite ist (e¥(®))" = €7, also ist y genau dann eine Losung wenn
V(@) = % 1 C,

fiir alle z € R und eine Konstante C'. Die rechte Seite ist positiv fiir alle z € R genau
dann wenn C' > 0. Also ist die allgemeine auf ganz R definierte Losung

y(x) =log(e” + C), C>0.

Aufgabe 4. (xx) Losen Sie die folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen
(ODEs):
a) u”’(z) + u(z) = sin(2x), u(0) =0, «/(0)=1.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Losung der Form asin(2x) + b cos(2z).
b) u”(x) + 4u(x) = cos(2z), u(0) =1, 4/(0)=0.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Losung der Form az cos(2z) +
bx sin(2x).
c) u'(z) +u'(z) — 2u(z) = 22, u(0) =2, o/(0)=1.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Losung der Form ax? + bz + c.
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d) u’(z) 4 2u/(z) — 3u(x) = cos(z) + =, u(0) =1, /(0)=1.
Hinweis: Suchen Sie nach einer speziellen Losung der Form asin(x) + bcos(x) +
cr+d.

Losung. In dieser Aufgabe wollen wir uns vorallem auf die speziellen Lésungen w,(x)
konzentrieren. Wir sind daher jeweils etwas kurz bei den Lésungen zum homogenen
Problem. Diese kann man aber jeweils einfach mit Satz 8.16 finden.

a) Wir setzen u,(x) = asin(2z) + bcos(2z). Dann berechnen wir
() + up(x) = —3asin(2z) — 3bcos(2x).

Wir wahlen also a = —% und b = 0 d.h.
1 .
up(x) = —3 sin(2x).

Wir suchen nun eine Losung der Form u(z) = v(x) + up(z) wobei v(x) eine
Losung des homogenen Problems ist. Die Anfangsbedingungen fiir v(z) folgen
aus
0 = u(0) = v(0) + u,(0) = v(0)
und
2

1 =u/(0) = v'(0) + u,(0) = v'(0) — 3

Wir miissen nun also eine Lésung fiir v”(z)+v(z) = 0 mit v(0) = 0 und v/(0) = 3.
Die allgemeine Losung fir DGL dieser Form ist v(z) = Asin(x) + B cos(z). Die
Anfangsbedingungen ergeben dann dass B =0 und A = % Wir schliessen dass

u(z) = gsin(x) — %sin(Zx).

b) Wir setzen nun u,(x) = ax cos(2z) + bx sin(x) und berechnen dass
uy () + 4u(z) = 4bcos(2z) — 4asin(2z).
Wir wahlen also b = % und @ = 0 d.h.
up(z) = %sin(2w).
Dies erfiillt u,(0) = 0 und wu;,(0) = 0. Die Losung des homogenen Problems ist
dann v(x) = Asin(2x) + B cos(2z). Die Anfangsbedingungen ergeben v(0) =
B =1 und v/(0) = 0 = —2A. Entsprechend schliessen wir dass

u(z) = cos(2z) + %sin(lr).
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c¢) Wir betrachten u,(z) = az? + bz + ¢ und berechnen

/. / _ 2
uy () + uy () — 2u(z) = 2a + (2ax + b) — 2(az” + bx + ¢)
= —2az® 4 (2a — 2b)x +2a + b — 2c

Daher miissen wir a = —% wihlen, um 2 zu erhalten. Um einen Term mit = zu
vermeiden, bend6tigen wir 2a —2b =0, d.h. a=b= —%. Schliellich benotigen
wir ¢ = a + %b = —% — % = —%, damit wir keinen konstanten Term erhalten.
Somit gilt
145 1 3
Up(r) = —=a° — —x — —.

Die Losung des homogenen Problems ist
v(z) = Ae™*" 4 Be®.

Nun setzen wir 5
u(0) =v(0) +up(0) = A+ B — 1 =2

und X
W(0) =0/ (0) +w(0) = =24+ B— 5 = 1.

Auflésen ergibt A = % und B = % Somit haben wir also

+ - — -z —f:c—f:—(5672’”4—286”0—63:2—63:—9).

d) Wir gehen vor wie gehabt: Fir u,(z) = asin(x) + bcos(z) + cz + d, berechnen
wir

uy () + 2uy, (x) — 3up(z) = —2(b+ 2a) sin(x) 4 2(a — 2b) cos(z) — 3cx — 3d + 2c.

Waihlen wir a = % und b = —é, sowie ¢ = —% und d = —% so ergibt dies genau
cos(x) + x. Daher ist
1 1 1 2
up(z) = 0 sin(x) — E cos(z) — ¥y

Die allgemeine Losung zum homogenen Problem ist
v(x) = Ae 3% 4 Be”.

Wir miissen nun noch die Konstanten bestimmen:

1 2

l=u(0)=A+B— - ——

u(0) + £
1—u’(0)——?)A—i-B%—i—1
- N 10 3
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Auflésen ergibt A = % und B = %. Somit ist

1 11 1 1 L9
u(zr) = £7Oe—3x + gefﬁ + 10 sin(x) — 5 cos(x) — 35
1
= 360 (176733: + 495¢” + 36 sin(z) — 72 cos(x) — 120z — 80) i

Weitere Aufgaben

Aufgabe 5. (Alte Priffungsaufgabe) Betrachten Sie die folgende Differentialgleichung
fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen u : Ryg — R:

zu (x) + 20/ () + wizu(x) =0,

wobei w > 0 eine fixe Konstante bezeichnet. Finden Sie alle beschrinkten Losungen
dieser Differentialgleichung.

Tipp: Betrachten Sie die Funktion v(z) = z u(z).

Losung. Die Differentialgleichung, die die vorgeschlagene Funktion v erfiillt ist
V" (z) + wo(z) =0,

deren Lésungen bekanntlich v(z) = ¢; cos(wx) + ¢z sin(wx) sind, wobei ¢, ¢z € R2.
Daraus folgt, dass die Losungen der urspriinglichen DGL

cos(wx) n sin(wx)

y(x) = - 2

sind, wobei c¢1, ca € R. Die beschrankten Losungen sind somit

o) = Csin;wm) ’

fir c € R.

Aufgabe 6. (Alte Priiffungsaufgabe) Finden Sie die allgemeine Losung der Differen-

tialgleichung
y =YV x? +y?
T 9

fir > 0.

Hinweis: Verwenden Sie die Substitution v = y/x.
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Losung. Nach Substitution kénnen wir die Variablen separieren und erhalten

y(x) = xsinh(log(z) + C).

In der Priifung wurde nur das Resultat gewertet. Wir geben trotzdem die Zwischen-
schritte an: Da y = uxz, gilt

2
y’:u/l‘—l-u:%—&—\/l—l-%=u+\/1+u2.

Wir miissen also die folgende Differentialgleichung fiir w 16sen:
1
v ==V14u2.
x
Diese Differentialgleichung kénnen wir mit Separation der Variablen l6sen:

d 1
7’& = V1+ U2
dr =«
1
V14 u? T
1 1

—du = / —dx
/ V14 u? x
arsinh(u) = log(z) + C
u = sinh(log(x) + C)
y = xsinh(log(x) + C).

1
du = —dx

Fre b

Differentialgleichungen mit Potenzreihen In den folgenden zwei Aufgaben wollen
wir eine neue Technik kennen lernen, wie wir Losungen zu gewissen Differentialgle-
ichungen finden kénnen. Die Idee ist die Funktion als Taylorreihe zu schreiben, Term
flir Term abzuleiten, dies dann in die Differentialgleichung einzusetzen und daraus
Bedingungen fiir die Koeffizienten herzuleiten.

Konkreter, gehen wir wie folgt vor:

1. Wir nehmen an, die Lésung y(z) einer Differentialgleichung kann als Taylorreihe
geschrieben werden, also

o
y(x) = Z anz".
n=0
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2. Wir differenzieren die Taylorreihe Term fiir Term und erhalten
oo
Y (x) = Z na,z™ !
n=1

und -
y'(x) = Z n(n — 1)apz" 2
n=2

3. Wir setzen dies in die Differentialgleichung ein und vereinfachen (insbesondere
miissen wir vielleicht die Indizes der Reihen neu definieren).

4. Wir vergleichen die Koeffizienten mit gleichen Potenzen von x um Werte fiir a,,
zu bestimmen.

5. Wir setzen die Koeflizienten wieder in die Taylorreihe ein.

Aufgabe 7. (xx*x*) Verwenden Sie das Losungsverfahren mit der Taylorreihe um eine
Losung der Differentialgleichung

Y (x) 4+ 2zy(z) =0

zu finden. Kennen Sie eine Funktion deren Taylorreihe genau jene ist die Sie als
Losung erhalten haben? Uberpriifen Sie dass ihre Losung stimmt indem Sie diese
Funktion in die Differentialgleichung einsetzen.

Hinweis: Falls Sie keine solche Funktion kennen, 16sen Sie die Differentialgleichung mit
Separation der Variablen und kontrollieren Sie dass die Losungen tibereinstimmen.

Losung. Wir setzen die Taylorentwicklungen von y(x) und y'(x) in die Differential-
gleichung ein. Wir erhalten

o oo
0= Z na,z" ' + 2z Z anx"
n=1 n=0
[o¢] o0
= Z na,z™ ' + Z 2a,2"
n=1 n=0
o0 o0
=a; + Z na,z" ' + Z 2a,z" !
n=2 n=0

o x
=aqa; + Z(n + 2)an+2x"+1 + Z 2a,z" !

n=0 n=0
oo

=a; + Z (n + 2)anio + 2a,) 2",
n=0
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Wir sehen also dass

und

Es folgt direkt dass a,, = 0 fiir alle n ungerade. Weiter gilt

a1:0
B 2
an+42 = n+2an
2 j—
as = 2(10— ag
2 1
ayg = 4&2— aq
2 1
ag = ——=0a4 = —=Q
6 6 4 6 0

Somit haben wir eine Losung gefunden, denn

x) = ap Z (
k=0

—1)k 1
k') x2k — QOI;H(—;E

)k = ap eXP(*

Aufgabe 8. (xx* ) (Bessel Gleichung mit a = 0) Finden Sie eine Losung fiir die

Differentialgleichung

Bemerkung: Dies ist die DGL von Beispiel 8.2, Punkt 4 fiir a = 0.

22y + xy + 2%y = 0.

Losung. Wir setzen die Taylorentwicklungen in die Differentialgleichung ein:

0—3:22
OO_

=2n

o

Z (n—1apx" —|—a1x+2nan:ﬂ —}—Zan ox"

=a1r +

(n—1apx"" 2+xZnan n 1—1—3:22%

Z

n=1

n=1 n=0

n=2

n—l an—i—nan—i-an 2)

=a1x + Z(nQan + ap_2)x"

n=2

(n—1apx" —I—Znanx +Zanx

n=2
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Wir schliessen also dass
a) = 0
und dass fir n > 2,
1
ap — —ﬁan_Q.
Es folgt insbesondere dass alle Koeffizienten a,, fiir n ungerade Null sein miissen. Fiir
die geraden Koeflizienten, beobachten wir dass

1
a9 *?ao
1 1
a4 4292 = 429290
1 1 ag ag ag
ag = ———Q = ———Q = — = — = —
07 T2 T 62422270 T (6-4-2)2  (2331)2 223(31)2
_ (=1D)*ag
2k = 2k (k1)

Wir schliessen also dass

& (=
y(x) = ag kzz;) Wﬁuzk'

Mit Mathematica oder einem &hnlichen Tool, kénnen wir diese Funktion veran-
schaulichen. Dazu betrachten wir den Fall ap = y(0) = 1 und den Mathematica-code

y[x_] := Sum[(-1)"k/((2)"(2 k) (k'")~"2) x~(2 k), {k, 0, 20}];
Plot[y[x], {x, -15, 15}, PlotRange -> 1]

Das Ergebnis kann man in Abbildung 1 sehen.
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-1.0b

Figure 1: Losung y(x) mit den ersten 20 Termen.
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