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Aufgabe 1. Alle Elefanten sind rosarot. Beweis durch Induktion über die Anzahl der
Elefanten: Für 0 Elefanten ist die Behauptung korrekt. Nehmen wir induktiv an, dass
in jeder Menge die aus n Elefanten besteht, alle Elefanten rosarot sind. Sei X eine
Menge mit n + 1 Elefanten und nehmen wir einen Elefanten E heraus. Die restlichen
n Elefanten sind alle rosarot nach der Induktionsannahme. Wir können E so wählen
dass er rosarot ist: Falls er nicht rosarot wäre, ersetzen wir ihn mit einem dieser n
rosaroten Elefanten. Also sind alle n + 1 Elefanten rosarot. Wo liegt der Fehler?

Lösung. Der Induktionsschritt von n = 0 nach n = 1 funktioniert nicht. Falls n = 1
ist, und wir den einzigen Elefanten rausnehmen, sind zwar logischerweise alle andern
(es gibt keine anderen) Elefanten rosarot. Falls der einzige Elefant nicht rosarot wäre,
können wir ihn nicht mit einem anderen Elefanten aus der Restmenge ersetzen, da
diese leer ist. Kurz: Der Fehler liegt darin, dass wir ein Element in der leeren Menge
wählen, was per Definition nicht möglich ist.

Aufgabe 2. Sei (K, ≤) ein angeordneter Körper. Zeigen Sie, dass

x ≤ y ⇐⇒ x3 + x ≤ y3 + y

für alle x, y ∈ K gilt.

Lösung. Wir werden 2.14(k) aus dem Skript benutzen. Also

0 ≤ x ≤ y, 0 ≤ z ≤ w ⇒ 0 ≤ xz ≤ yw.

Dies folgt aus dem im Skript gezeigten 2.14(h)

0 ≤ x, y ≤ z ⇒ xy ≤ xz,

weil

1. aus 0 ≤ z, x ≤ y die Ungleichung xz ≤ yz folgt,

2. aus 0 ≤ y, z ≤ w die Ungleichung yz ≤ yw folgt und

3. wir dann die Transitivität der Ordnung ≤ benutzen können.

Nun zur eigentlichen Aufgabe:
⇒: Wir nehmen x ≤ y an und beweisen x3 + x ≤ y3 + y.

0 ≤ x: Dann folgt aus 0 ≤ x ≤ y und mehrfachem Anwenden von 2.14(k) mit x = z
und y = w, dass xn ≤ yn für alle n. Mit 2.14(c) aus dem Skript können wir Ungle-
ichungen addieren. Also x ≤ y und x3 ≤ y3 implizieren zusammen x3 + x ≤ y3 + y.
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y ≤ 0: Wir führen diesen Fall auf den vorherigen zurück. Aus x ≤ y und y ≤ 0 folgt
0 ≤ −y ≤ −x. Der vorherige Fall impliziert −y3−y = (−y)3−y ≤ (−x)3−x = −x3−x,
also x3 + x ≤ y3 + y.

x ≤ 0 ≤ y: In diesem Fall ist x3 ≤ 0 und 0 ≤ y3. Also bekommen wir die gewünschte
Ungleichung, wenn wir die Ungleichungen x3 ≤ y3 und x ≤ y addieren.

⇐: Wir nehmen x3 + x ≤ y3 + y an und beweisen x ≤ y.
Falls x > y wäre, könnten wir wie oben herleiten, dass x3 + x > y3 + y, was ein
Widerspruch zur Annahme ist.

Aufgabe 3. (Umgekehrte Dreiecksungleichung) Sei (K, ≤) ein angeordneter Körper.
Zeigen Sie, dass für alle x, y ∈ K gilt:∣∣|x| − |y|

∣∣ ≤ |x − y|.

In welchen Fällen gilt Gleichheit?

Lösung. Durch die Dreiecksungleichung haben wir

|x| = |x − y + y| ≤ |x − y| + |y|,

was uns
|x| − |y| ≤ |x − y|

liefert. Analog gibt uns die Dreiecksungleichung

|y| = |y − x + x| ≤ |y − x| + |x| = |x − y| + |x|,

aus welchem wiederum

|y| − |x| ≤ |x − y| ⇐⇒ |x| − |y| ≥ −|x − y|

folgt. Somit ist −|x − y| ≤ |x| − |y| ≤ |x − y|, also ||x| − |y|| ≤ |x − y|.

Gleichheit gilt genau dann, wenn sgn(x) · sgn(y) ∈ {0, 1}: Wir prüfen drei Fälle nach:

1. sgn(x) · sgn(y) = 0 (äquivalent zu x = 0 oder y = 0):
In diesem Fall ist es direkt ersichtlich, dass die umgekehrte Dreiecksungleichung
erfüllt ist.
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2. sgn(x) · sgn(y) = 1 (äquivalent zu x, y > 0 oder x, y < 0):
Dann ist in der Tat

∣∣|x| − |y|
∣∣ =

{
|x − y|, x, y > 0,

| − x − (−y)| = | − (x − y)| = |x − y|, x, y < 0.

3. sgn(x) · sgn(y) = −1 (äquivalent zu x < 0, y > 0 oder x > 0, y < 0):
Wir betrachten den Fall x > 0 und y < 0. Dann ist∣∣|x| − |y|

∣∣ = |x − (−y)| = |x + y| und |x − y| = x − y.

Falls Gleichheit |x+y| = x−y gelten würde, wäre x+y = x−y oder x+y = y−x.
Also y = −y oder x = −x. Dies führt1 aber zu x = 0 oder zu y = 0, einem
Widerspruch. Der Fall x > 0, y < 0 folgt analog.

Aufgabe 4. Wir betrachten die folgende Menge:

Q[
√

2] :=
{

p

q
+ r

s

√
2 : p, q, r, s ∈ Z, q, s ̸= 0

}
.

Beachten Sie, dass Q[
√

2] ⊆ R. Daher können wir die Menge Q[
√

2] mit der üblichen
Ordnungsrelation der reellen Zahlen (Q[

√
2], ≤) sowie den Operationen der Addition

und Multiplikation der Reellen versehen.

(a) Zeigen Sie, dass (Q[
√

2], ≤) ein angeordneter Körper ist.

(b) Zeigen Sie, dass Q ⊆ Q[
√

2] ⊆ R. Zeigen Sie außerdem, dass Q[
√

2] ̸= Q und
Q[

√
2] ̸= R.

Lösung.

(a) Sei x = p
q + r

s

√
2 und y = p′

q′ + r′

s′

√
2 mit p, q, r, s, p′, q′, r′, s′ ∈ Z und q, s, q′, s′ ̸= 0.

• Die Menge Q[
√

2] ist nach Konstruktion abgeschlossen unter Addition und
Multiplikation, da

x + y =
(

p

q
+ p′

q′

)
+

(
r

s
+ r′

s′

) √
2

1Für die, die es ganz genau haben wollen: Wir benutzen hier, dass K ein Körper mit Charakteristik
grösser als zwei ist, also 1 + 1 ̸= 0. Man kann zeigen, dass in einem angeordneten Körper 1 + 1 ̸= 0
nicht passieren kann. Für die Details, verweisen wir auf die Algebra Vorlesungen.
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sich wieder in die Form u
v + w

z

√
2 schreiben lässt. Dasselbe gilt für das

Produkt

xy =
(p

q
+ r

s

√
2
)(p′

q′ + r′

s′

√
2
)

=
(pp′

qq′ + 2rr′

ss′

)
+

(pr′

qs′ + rp′

sq′

)√
2,

da dabei Terme der Form rr′

ss′ · 2 auftreten, die wieder rational sind.

• Das neutrale Element der Addition ist 0 = 0
1 + 0

1
√

2, das neutrale Element
der Multiplikation ist 1 = 1

1 + 0
1
√

2.

• Jedes Element besitzt ein additives Inverses(p

q
+ r

s

√
2
)

+
(−p

q
+ −r

s

√
2
)

= 0,

und (außer 0) ein multiplikatives Inverses, das sich ebenfalls in der Form
p
q + r

s

√
2 darstellen lässt (Multiplikation mit dem konjugierten Ausdruck

liefert den Nenner rational)

(p

q
+r

s

√
2
)−1

= 1(
p
q + r

s

√
2
) ·

(
p
q − r

s

√
2
)

(
p
q − r

s

√
2
) =

(
p
q − r

s

√
2
)

(
p
q

)2
−

(
r
s

)2
· 2

=
(
Q·p

q
−Q·r

s

√
2
)
,

wo wir die rationale Zahl Q =
((

p
q

)2
−

(
r
s

)2
· 2

)−1
genannt haben.

Die Assoziativität, Kommutativität und Distributivität ergeben sich unmittelbar
daraus, dass die Elemente von Q[

√
2] reelle Zahlen sind. Damit ist Q[

√
2] ein

Körper. Da Q[
√

2] ⊆ R gilt, erbt es die übliche Ordnungsrelation der reellen
Zahlen, und somit ist (Q[

√
2], ≤) ein geordneter Körper.

(b) • Jede rationale Zahl p
q ∈ Q lässt sich als p

q + 0
1
√

2 schreiben, also gilt
Q ⊆ Q[

√
2].

• Da alle Elemente von Q[
√

2] reelle Zahlen sind, gilt auch Q[
√

2] ⊆ R.

• Es gilt Q[
√

2] ̸= Q, da z.B.
√

2 = 0
1 + 1

1
√

2 ∈ Q[
√

2], aber
√

2 /∈ Q.

• Andererseits ist Q[
√

2] ̸= R, da z.B. π /∈ Q[
√

2] oder
√

3 /∈ Q[
√

2] (es
handelt sich nur um Zahlen der Form rational + rational ·

√
2).

Aufgabe 5. Schreiben Sie die Lösungen der folgenden Gleichungen für z ∈ C in der
Form z = a + bi mit a, b ∈ R.

(a) z = (2 + 3i)(2 + i) (c) z = 4+3i
2−i (e) z3 = i

(b) z = (2 − i)3 (d) z = 2−i
4+3i (f) z2 + 3 + 4i = 0
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Lösung.

(a) Wir rechnen z = (2 + 3i)(2 + i) = 4 + 2i + 6i + 3i2 = 4 + 8i + 3i2. Weil i2 = −1
gilt, haben wir

z = 1 + 8i.

(b) Wir rechnen z = (2 − i)3 = 8 − 3 · 22 · i + 3 · 2 · i2 − i3. Wieder ist i2 = −1 und
somit i3 = −i, also

z = 8 − 12i − 6 + i = 2 − 11i.

(c) Wir möchten den Nenner reell machen. Wir nutzen dazu, dass wenn wir eine
komplexe Zahl w ∈ C mit ihrem konjugierten w ∈ C multiplizieren, wir die reelle
Zahl w · w = |w|2 erhalten. Wir erweitern den Bruch also mit w = 2 − i = 2 + i,
dem konjugierten des Nenners w = 2 − i:

z = 4 + 3i

2 − i
= (4 + 3i)(2 + i)

(2 − i)(2 + i) = 8 + 10i − 3
5 = 5 + 10i

5 = 1 + 2i.

(d) Die zu berechnende Zahl ist der Kehrwert des Resultates aus Teilaufgabe (c).
Wir nutzen nachher denselben Trick wie in (c), um den Nenner reell zu machen.

z =
(4 + 3i

2 − i

)−1
= 1

1 + 2i
= 1 − 2i

(1 + 2i)(1 − 2i) = 1 − 2i

5 = 1
5 − 2

5 i.

(e) Seien a, b ∈ R, so dass z = a + ib. Wir berechnen z3:

z3 = (a + ib)3 = a3 + 3a2bi + 3ab2i2 + b3i3 = (a3 − 3ab2) + i(3a2b − b3).

Wenn z3 = i ist, muss a3 −3ab2 = 0 und 3a2b−b3 = 1 gelten. Wir unterscheiden
zwei Fälle:

a = 0: Aus a = 0 haben wir b3 = −1. Weil b ∈ R ist, muss b = −1 sein.

a ̸= 0: Aus a3 − 3b2a = 0 und a ̸= 0, folgt a2 = 3b2. Wir ersetzen a2 = 3b2 in
die Gleichung 3a2b − b3 = 1. Somit gilt 8b3 = 1. Dies bedeutet dass b = 1

2 .
Ausserdem gilt a2 = 3b2 = 3

4 und wir erhalten zwei Lösungen a =
√

3
2 und

a = −
√

3
2 .

Die Lösungen von z3 = i sind also

z = −i, z =
√

3
2 + i

2 , z = −
√

3
2 + i

2 .
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(f) Wir lösen z2 = −3 − 4i. Seien a, b ∈ R, so dass z = a + ib. Wir haben

z2 = (a + ib)2 = a2 − b2 + 2iab.

Somit gilt a2 − b2 = −3 und 2ab = −4. Weil ab = −2 ist, sind a und b beide
nicht null. Wir ersetzen daher a = −2

b in die erste Gleichung und erhalten
−3 = a2 − b2 = 4

b2 − b2. Dies ist äquivalent zu

b4 − 3b2 − 4 = (b2 − 4)(b2 + 1).

Da b2 + 1 = 0 keine reelle Lösung hat, muss b2 − 4 = 0 sein, also b = 2 oder
b = −2. Daraus folgt, dass a = −1 bzw a = 1 sein muss.

Die Lösungen von z2 = −3 − 4i sind also z = −1 + 2i und z = 1 − 2i.

Aufgabe 6. Erinnern Sie sich an das Konzept der Äquivalenzrelation.

(a) Sei C∗ := C \ {0} die komplexe Ebene ohne den Ursprung. Wir definieren eine
Relation ∼C∗ auf C∗ durch

z ∼C∗ w ⇐⇒ z

w
∈ R für z, w ∈ C∗.

Ist ∼C∗ eine Äquivalenzrelation?

(b) Sei X eine nichtleere Menge und sei P die Menge aller nichtleeren Teilmengen
von X, also

P := {S ⊆ X : S ̸= ∅}.

Wir definieren eine Relation ∼P auf P durch

A ∼P B ⇐⇒ A ∩ B ̸= ∅ für A, B ∈ P.

Ist ∼P eine Äquivalenzrelation?

Lösung.

(a) Behauptung: Die Relation ∼C∗ auf C∗, definiert durch

z ∼C∗ w ⇐⇒ z

w
∈ R (z, w ∈ C∗),

ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis.

• Reflexivität: Für jedes z ∈ C∗ gilt z
z = 1 ∈ R, also z ∼C∗ z.
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• Symmetrie: Gilt z ∼C∗ w, so ist z
w ∈ R. Dann auch w

z =
(

z
w

)−1 ∈ R, also
w ∼C∗ z.

• Transitivität: Gilt z ∼C∗ w und w ∼C∗ u, so sind z
w , w

u ∈ R und damit

z

u
= z

w
· w

u
∈ R.

Also z ∼C∗ u.

Damit ist ∼C∗ reflexiv, symmetrisch und transitiv, also eine Äquivalenzrelation.

Bemerkung. Die Äquivalenzklassen sind genau die durch den Ursprung ver-
laufenden Geraden (ohne den Ursprung), d. h.

[z] = { tz : t ∈ R \ {0} } (z ∈ C∗).

Zwei komplexe Zahlen sind also genau dann äquivalent, wenn sie denselben
Argumentwinkel bis auf ein Vielfaches von π besitzen (gleiche Richtung bzw.
Gegenrichtung).

(b) Behauptung: Die Relation ∼P auf P = {S ⊆ X : S ̸= ∅}, definiert durch

A ∼P B ⇐⇒ A ∩ B ̸= ∅,

ist keine Äquivalenzrelation.

Begründung.

• Reflexivität: Für A ∈ P gilt A ∩ A = A ̸= ∅, also reflexiv.

• Symmetrie: Aus A ∩ B ̸= ∅ folgt B ∩ A ̸= ∅, also symmetrisch.

• Transitivität (falsch): Nicht allgemein gültig. Gegenbeispiel: Sei X = {1, 2}
und

A = {1}, B = {1, 2}, C = {2}.

Dann gilt A ∩ B = {1} ≠ ∅ und B ∩ C = {2} ≠ ∅, aber A ∩ C = ∅. Also
ist ∼P nicht transitiv.

Folglich ist ∼P keine Äquivalenzrelation.
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