D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungen 2 HS 2025

Aufgabe 1. Alle Elefanten sind rosarot. Beweis durch Induktion iiber die Anzahl der
Elefanten: Fiir 0 Elefanten ist die Behauptung korrekt. Nehmen wir induktiv an, dass
in jeder Menge die aus n Elefanten besteht, alle Elefanten rosarot sind. Sei X eine
Menge mit n 4 1 Elefanten und nehmen wir einen Elefanten E heraus. Die restlichen
n Elefanten sind alle rosarot nach der Induktionsannahme. Wir kénnen E so wahlen
dass er rosarot ist: Falls er nicht rosarot wére, ersetzen wir ihn mit einem dieser n
rosaroten Elefanten. Also sind alle n 4+ 1 Elefanten rosarot. Wo liegt der Fehler?

Losung. Der Induktionsschritt von n = 0 nach n = 1 funktioniert nicht. Falls n =1
ist, und wir den einzigen Elefanten rausnehmen, sind zwar logischerweise alle andern
(es gibt keine anderen) Elefanten rosarot. Falls der einzige Elefant nicht rosarot wére,
kénnen wir ihn nicht mit einem anderen Elefanten aus der Restmenge ersetzen, da
diese leer ist. Kurz: Der Fehler liegt darin, dass wir ein Element in der leeren Menge
wéhlen, was per Definition nicht moglich ist.

Aufgabe 2. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, dass
r<y = P+a<y’+y

fiur alle z,y € K gilt.

Losung. Wir werden 2.14(k) aus dem Skript benutzen. Also

0<z <y, 0<z<w = 0 <zz <yw.

0<z, y<z = zy < z2,
weil
1. aus 0 < z,z < y die Ungleichung zz < yz folgt,
2. aus 0 < y, z < w die Ungleichung yz < yw folgt und
3. wir dann die Transitivitdt der Ordnung < benutzen koénnen.

Nun zur eigentlichen Aufgabe:
=: Wir nehmen z < y an und beweisen 2% +z < 33 + 4.

0 < z: Dann folgt aus 0 < z < y und mehrfachem Anwenden von 2.14(k) mit z = 2
und y = w, dass 2" < y" fiir alle n. Mit 2.14(c) aus dem Skript kénnen wir Ungle-
ichungen addieren. Also z <y und 23 < y? implizieren zusammen 2% +z < 3% + 5.
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y < 0: Wir fithren diesen Fall auf den vorherigen zuriick. Aus x < y und y < 0 folgt

0 < —y < —a. Der vorherige Fall impliziert —y3—y = (—y)?>—y < (—2)>—2 = —23—=z,

also 23+ < 3% +v.

x <0 < y: In diesem Fall ist 23 <0und 0 < y3. Also bekommen wir die gewiinschte
Ungleichung, wenn wir die Ungleichungen 3 < y3 und = < y addieren.

<: Wir nehmen 2% + 2 < y® 4+ y an und beweisen z < y.
Falls > y wire, kénnten wir wie oben herleiten, dass 2 + = > y3 + y, was ein
Widerspruch zur Annahme ist.

Aufgabe 3. (Umgekehrte Dreiecksungleichung) Sei (K, <) ein angeordneter Korper.
Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € K gilt:

|z = [yl| < |= = yl.
In welchen Féllen gilt Gleichheit?

Losung. Durch die Dreiecksungleichung haben wir
2| =z —y+yl <l —yl+yl,

was uns
|z = ly| < |z —y]

liefert. Analog gibt uns die Dreiecksungleichung
yl=ly—z+zl <ly—=z[+|z] = |z -yl + |z,
aus welchem wiederum
lyl =zl <z -yl < lz]=lyl = —|z -yl

folgt. Somit ist —[z —y| < |z[ — [y < |z —y, also |[z] — [y[| < |z —yl.
Gleichheit gilt genau dann, wenn sgn(z) - sgn(y) € {0,1}: Wir priifen drei Fille nach:

1. sgn(x) - sgn(y) = 0 (dquivalent zu z = 0 oder y = 0):
In diesem Fall ist es direkt ersichtlich, dass die umgekehrte Dreiecksungleichung
erfillt ist.
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2. sgn(z) - sgn(y) = 1 (dquivalent zu z,y > 0 oder x,y < 0):
Dann ist in der Tat

|£C—y‘, $7y>0,
2| = lyl| =
|—z—(—yl=[-(-yl=lz—yl, z,y <O.

3. sgn(z) - sgn(y) = —1 (dquivalent zu z < 0,y > 0 oder z > 0,y < 0):
Wir betrachten den Fall x > 0 und y < 0. Dann ist

2] = |yl| = |z — (=y)| = |z + y| und |z —yl=z—v.

Falls Gleichheit |x+y| = x —y gelten wiirde, wire x+y = x—y oder x+y = y—=x.
Also y = —y oder = —z. Dies fiihrt! aber zu = 0 oder zu y = 0, einem
Widerspruch. Der Fall z > 0,y < 0 folgt analog.

Aufgabe 4. Wir betrachten die folgende Menge:
p T
Q[V?2] := {q + ;\/5 D,q, 7S €Ly q,5 F 0}.

Beachten Sie, dass Q[v/2] C R. Daher kénnen wir die Menge Q[+/2] mit der iiblichen
Ordnungsrelation der reellen Zahlen (Q[v/2], <) sowie den Operationen der Addition
und Multiplikation der Reellen versehen.

(a) Zeigen Sie, dass (Q[v/2], <) ein angeordneter Korper ist.

(b) Zeigen Sie, dass Q C Q[v/2] C R. Zeigen Sie auilerdem, dass Q[v/2] # Q und
Q2] £ R

Losung.
(a) Seiz = g—l—gx/iundy = %—k%\/?mitp,q,r,s,p’,q’,r’,s’ € Zund q,s,q', s # 0.
« Die Menge Q[v/2] ist nach Konstruktion abgeschlossen unter Addition und
Multiplikation, da
/

x+y=<p+p>+<r+r/)ﬂ

q ¢

'Fiir die, die es ganz genau haben wollen: Wir benutzen hier, dass K ein Koérper mit Charakteristik
grosser als zwei ist, also 1+ 1 # 0. Man kann zeigen, dass in einem angeordneten Kérper 1+1 # 0
nicht passieren kann. Fiir die Details, verweisen wir auf die Algebra Vorlesungen.
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sich wieder in die Form 7 + %\@ schreiben ldsst. Dasselbe gilt fiir das
Produkt

/ / / / / /
—(P.T p_r — (PP T pro, e
vy = (q + Sﬂ)(q, +5v2) = (qq, +2)+ (qs, + Sq,)\@,
da dabei Terme der Form Z—Z: - 2 auftreten, die wieder rational sind.

e Das neutrale Element der Addition ist 0 = % + %\/i, das neutrale Element

der Multiplikation ist 1 = % + %\/ﬁ

¢ Jedes Element besitzt ein additives Inverses

r — —r
(E+iv2)+ (2 +=ve) =0,

q S q s

und (auBler 0) ein multiplikatives Inverses, das sich ebenfalls in der Form
% + §\/§ darstellen lasst (Multiplikation mit dem konjugierten Ausdruck
liefert den Nenner rational)

ESYiS]

PSR e I
O e Ko BT e

wo wir die rationale Zahl Q) = ((3)2 —

= (@ -Qv2),

(Z)Q . 2>_1 genannt haben.

S

Die Assoziativitat, Kommutativitdt und Distributivitat ergeben sich unmittelbar
daraus, dass die Elemente von Q[v/2] reelle Zahlen sind. Damit ist Q[v/2] ein
Kérper. Da Q[v2] C R gilt, erbt es die iibliche Ordnungsrelation der reellen
Zahlen, und somit ist (Q[v/2], <) ein geordneter Korper.
(b) e Jede rationale Zahl % € Q lasst sich als g + 942 schreiben, also gilt
Q< Qlv2l.
« Da alle Elemente von Q[v/2] reelle Zahlen sind, gilt auch Q[v/2] C R.
o Esgilt Q[v2] #Q, dazB. v2 =19+ 12 € Q[v2], aber v2 ¢ Q.

o Andererseits ist Q[v2] # R, da z.B. 7 ¢ Q[v2] oder v/3 ¢ Q[v2] (es

handelt sich nur um Zahlen der Form rational + rational -/2).

Aufgabe 5. Schreiben Sie die Losungen der folgenden Gleichungen fiir z € C in der
Form z = a + bi mit a,b € R.
(a) z=(2+3i)(2+1) (c) z = A3 (e) 22=i

7

b)  z=(2-1)? (d) 2= 2% ()  224+3+4i=0
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Losung.

(a) Wir rechnen z = (2 +3i)(2 4 14) = 4 + 2i 4+ 6i + 3i> = 4 + 8 + 3i>. Weil i2 = —1
gilt, haben wir
z=1+8i.

(b) Wir rechnen z = (2 —i)3 =8 -3-22.4+3-2-4%2 — i3, Wieder ist 1> = —1 und
somit i = —i, also
z2=8-121—6+17=2—111.

(¢) Wir mochten den Nenner reell machen. Wir nutzen dazu, dass wenn wir eine
komplexe Zahl w € C mit ihrem konjugierten w € C multiplizieren, wir die reelle
Zahl w - W = |w|? erhalten. Wir erweitern den Bruch also mit w =2 — i = 2 + 1,
dem konjugierten des Nenners w = 2 — i:

4430 (4+3)(2+i) 8+10i—3  5+10i

_ _ _ — 142
T i T 202+ 5 5 e

(d) Die zu berechnende Zahl ist der Kehrwert des Resultates aus Teilaufgabe (c).
Wir nutzen nachher denselben Trick wie in (c), um den Nenner reell zu machen.

<4+3i>1 1 1—2i 1-2i 1 2.
zZ = =

2-i) ~1+2 (1+2)(1-29) 5 5 5°

(e) Seien a,b € R, so dass z = a + ib. Wir berechnen z3:

23 = (a +1ib)® = a® + 3a®bi + 3ab%i® 4+ b*i® = (a® — 3ab?) + i(3a*b — b°).

Wenn 23 = i ist, muss a® — 3ab? = 0 und 3a?b—b® = 1 gelten. Wir unterscheiden

zwei Falle:
a=0: Aus a = 0 haben wir > = —1. Weil b € R ist, muss b = —1 sein.

a#0: Aus a® — 3b%a = 0 und a # 0, folgt a® = 3b%>. Wir ersetzen a? = 3b% in
die Gleichung 3a?b — b = 1. Somit gilt 863 = 1. Dies bedeutet dass b = %

Ausserdem gilt a? = 3b% = % und wir erhalten zwei Losungen a = @ und

— _ V3
a=—%.
Die Lésungen von 2% = 4 sind also
R R b S
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(f) Wir I6sen 22 = —3 — 4i. Seien a,b € R, so dass z = a + ib. Wir haben
22 = (a +ib)* = a® — b* 4 2iab.

Somit gilt a® — v> = —3 und 2ab = —4. Weil ab = —2 ist, sind a und b beide
nicht null. Wir ersetzen daher a = —% in die erste Gleichung und erhalten
—3=a®>-0 = I;i? — b2. Dies ist dquivalent zu

bP =30 —4=(b*—4)(b* +1).

Da b? + 1 = 0 keine reelle Losung hat, muss b*> — 4 = 0 sein, also b = 2 oder
b = —2. Daraus folgt, dass a = —1 bzw a = 1 sein muss.

Die Losungen von 22> = —3 — 44 sind also z = —1 +2i und z = 1 — 2i.

Aufgabe 6. Erinnern Sie sich an das Konzept der Aquivalenzrelation.

(a) Sei C* :=C\ {0} die komplexe Ebene ohne den Ursprung. Wir definieren eine
Relation ~¢+ auf C* durch

z ..
z~erw = —eR - fur z,w € C*.
w

Ist ~c+ eine Aquivalenzrelation?

(b) Sei X eine nichtleere Menge und sei P die Menge aller nichtleeren Teilmengen
von X, also

P:={SCX:S+#0}.

Wir definieren eine Relation ~p auf P durch
A~p B <= ANB#( fir A, BcP.

Ist ~p eine Aquivalenzrelation?
Losung.

(a) Behauptung: Die Relation ~c+ auf C*, definiert durch
2 e W= ZeRr (z,w € C*),
w

ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis.

e Reflexivitit: Fir jedes z € C* gilt 2 =1 € R, also z ~¢~ 2.

z
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o Symmetrie: Gilt z ~c+ w, so ist £ € R. Dann auch 2 = (5)_1 € R, also
w ~ex 2.

e Transitivitit: Gilt z ~c+ w und w ~c+ u, so sind Z, % € R und damit

z zZ w
u w u

eR.

Also z ~¢+ u.

Damit ist ~¢= reflexiv, symmetrisch und transitiv, also eine Aquivalenzrelation.

O]

Bemerkung. Die Aquivalenzklassen sind genau die durch den Ursprung ver-
laufenden Geraden (ohne den Ursprung), d. h.

2] = {tz:teR\{0}} (zeC).

Zwei komplexe Zahlen sind also genau dann &dquivalent, wenn sie denselben
Argumentwinkel bis auf ein Vielfaches von 7 besitzen (gleiche Richtung bzw.
Gegenrichtung).

(b) Behauptung: Die Relation ~p auf P = {S C X : S # ()}, definiert durch
A~p B <= ANB#0,

ist keine Aquivalenzrelation.
Begrindung.
o Reflexivitit: Fir A € P gilt AN A= A # (), also reflexiv.
o Symmetrie: Aus AN B # () folgt BN A # (), also symmetrisch.
o Transitivitdt (falsch): Nicht allgemein giiltig. Gegenbeispiel: Sei X = {1,2}
und
A={1}, B={12}, C={2).
Dann gilt ANB = {1} #0 und BNC = {2} # (), aber ANC = 0. Also
ist ~p nicht transitiv.

Folglich ist ~p keine Aquivalenzrelation. O



