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Aufgabe 1. Entscheiden Sie für sich, welche der folgenden Aussagen wahr sind, und
welche falsch.
Seien X und Y Mengen, und sei f : X → Y eine Funktion. Seien A, A1, A2
Teilmengen von X, und B, B1, B2 Teilmengen von Y .

(1) f(A1) ∪ f(A2) = f(A1 ∪ A2) (4) f−1(B1) ∪ f−1(B2) = f−1(B1 ∪ B2)
(2) f(A1) ∩ f(A2) = f(A1 ∩ A2) (5) f−1(B1) ∩ f−1(B2) = f−1(B1 ∩ B2)
(3) f−1(f(A)) = A (6) f(f−1(B)) = B

Welche der falschen Aussagen werden wahr, wenn wir zusätzlich annehmen, dass f
eine injektive Funktion ist? Und was gilt stattdessen, wenn f surjektiv ist? Und was,
wenn f bijektiv ist?

Lösung.

(1) Das ist wahr! Sei y ∈ f(A1 ∪ A2), dann gibt es ein x ∈ A1 ∪ A2, so dass
f(x) = y. Das beduetet, dass x ∈ A1 oder x ∈ A2 ist. Also f(x) ∈ f(A1) oder
f(x) ∈ f(A2). Somit erhalten wir dass y = f(x) ∈ f(A1) ∪ f(A2). Dies beweist
f(A1 ∪ A2) ⊆ f(A1) ∪ f(A2).
Andererseits sei y ∈ f(A1) ∪ f(A2), dann ist y ∈ f(A1) oder y ∈ f(A2).
Also gibt es ein x ∈ A1, so dass f(x) = y, oder es gibt ein x ∈ A2, so dass
f(x) = y. Somit gibt es ein x ∈ A1 ∪ A2, so dass f(x) = y. Dies beweist
f(A1) ∪ f(A2) ⊆ f(A1 ∪ A2).
Daraus schliessen wir dass f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2).

(2) Das ist falsch! Sei X = {0, 1} mit disjunkten Teilmengen A1 = {0} und
A2 = {1}. Sei Y = {0} und f : X → Y definiert durch f(0) = 0, f(1) = 0. Wir
haben

f(A1 ∩ A2) = f(∅) = ∅ ̸= {0} = f(A1) ∩ f(A2).

Die Funktion f ist surjektiv, also kann das Resultat auch nicht korrekt sein
wenn wir zusätzlich annehmen, dass die Funktion surjektiv ist.

Wir überprüfen (2), wenn f injektiv ist: Sei y ∈ f(A1) ∩ f(A2), dann gibt es
x1 ∈ A1 und x2 ∈ A2, so dass f(x1) = f(x2) = y gilt. Da f injektiv ist, ist
x1 = x2 ∈ A1 ∩ A2. Also y = f(x1) = f(x2) ∈ f(A1 ∩ A2). Daraus haben wir
f(A1) ∩ f(A2) ⊆ f(A1 ∩ A2) für injektive Funktionen f .

Sei y ∈ f(A1 ∩ A2), dann gibt es x ∈ A1 ∩ A2, so dass f(x) = y gilt. Also ist
f(x) ∈ f(A1) und f(x) ∈ f(A2) somit f(A1 ∩ A2) ⊆ f(A1) ∩ f(A2). Bemerke,
dass wir hier Injektivität für diese Inklusion nicht verwendet haben. Die Inklusion
f(A1 ∩ A2) ⊆ f(A1) ∩ f(A2) gilt also für beliebige Funktionen.

Wir schliessen, dass f(A1 ∩ A2) = f(A1) ∩ f(A2) für injektive Funktionen.
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(3) Das ist falsch! Betrachte dasselbe Gegenbeispiel wie in (2). Dann ist

f−1(f(A1)) = f−1(f({0})) = f−1({0}) = {0, 1} ̸= A1.

Wiederum schliesst das Gegenbeispiel aus, dass es für surjektive Funktionen
stimmen könnte.

Wir überprüfen (3), wenn f injektiv ist: Sei x ∈ f−1(f(A)), also f(x) ∈ f(A).
Dann gibt es ein a ∈ A, so dass f(x) = f(a). Wegen Injektivität ist x = a, also
x ∈ A. Daraus folgt, dass f−1(f(A)) ⊆ A für injektive Funktionen f .

Sei x ∈ A, dann ist f(x) ∈ f(A). Also auch x ∈ f−1(f(A)). Wir haben
Injektivität nicht benutzt, also folgt A ⊆ f−1(f(A)) für beliebige Funktionen f .

Wir schliessen, dass f−1(f(A)) = A für injektive Funktionen.

(4) Das ist wahr! Sei x ∈ f−1(B1) ∪ f−1(B2), dann ist entweder f(x) ∈ B1 oder
f(x) ∈ B1. In anderen Worten f(x) ∈ B1 ∪ B2. Also genau dann wenn
x ∈ f−1(B1 ∪ B2).

(5) Das ist wahr! Sei x ∈ f−1(B1) ∩ f−1(B2), dann ist f(x) ∈ B1 und f(x) ∈ B2.
In anderen Worten f(x) ∈ B1 ∩ B2. Also genau dann wenn x ∈ f−1(B1 ∩ B2).

(6) Das ist falsch! Sei X = {0}, Y = {0, 1}, B = {1} ⊂ Y und f : X → Y definiert
durch f(0) = 0. Dann ist

f(f−1(B)) = f(∅) = ∅ ̸= B.

Diese Funktion ist injektiv, die Behauptung kann also auch mit der zusätzlichen
Annahme der Injektivität nicht stimmen.

Wir überprüfen (6), wenn f surjektiv ist: Sei y ∈ f(f−1(B)), also gibt es ein
x ∈ f−1(B), so dass f(x) = y. Aber aus x ∈ f−1(B) folgt f(x) ∈ B. Das heisst,
f(x) = y ∈ B. Daraus folgt, dass f(f−1(B)) ⊆ B für beliebige Funktionen f .

Sei y ∈ B. Wegen der Surjektivität von f finden wir ein x ∈ B, so dass f(x) = y.
Aus f(x) = y ∈ B folgt aber, dass x ∈ f−1(B) ist. Also y = f(x) ∈ f(f−1(B)).
Daraus folgt, dass B ⊆ f(f−1(B)) für surjektive Funktionen f .

Wir schliessen, dass f(f−1(B)) = B für surjektive Funktionen.
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Da eine bijektive Funktion sowohl injektiv als auch surjektiv ist, sind alle Aussagen
für bijektive Funktionen wahr.

Aufgabe 2. In dieser Aufgabe zeigen wir Existenz und Eindeutigkeit einer bijektiven
Funktion

√
· : R≥0 → R≥0 mit der Eigenschaft (

√
a)2 = a für alle a ∈ R≥0.

(a) (Existenz) Für a ∈ R≥0 setze

X = {x ∈ R≥0 | x2 ≤ a}, Y = {y ∈ R≥0 | y2 ≥ a}.

Nach der Vollständigkeit gibt es ein c ∈ R mit x ≤ c ≤ y für alle x ∈ X, y ∈ Y .
Zeigen Sie, dass c ∈ X ∩ Y gilt und damit c2 = a.
Hinweis: Falls c /∈ X ist (d. h. c2 > a), wähle ein kleines ε > 0 so, dass
(c − ε)2 ≥ a. Beispielsweise kann man ε = c2−a

4c wählen. Dann gilt mit
δ := c2 − a > 0:

(c − ε)2 = c2 − 2cε + ε2 ≥ c2 − 2cε = c2 − δ

2 > a.

Somit ist c − ε ∈ Y , im Widerspruch zu y ≥ c für alle y ∈ Y .
Der Fall c /∈ Y ist analog.

(b) (Eindeutigkeit) Zeigen Sie, dass es für jedes a ∈ R≥0 höchstens ein c ∈ R≥0 mit
c2 = a gibt.
Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass für alle x, y ∈ R≥0 die Aussagen x < y und
x2 < y2 äquivalent sind. Nutzen Sie dies zur Herleitung der Eindeutigkeit.

Definiere
√

· : R≥0 → R≥0 durch
√

a = c, wobei c wie oben konstruiert ist. Zeigen Sie:

(c)
√

· ist monoton steigend: Wenn 0 ≤ x < y, dann
√

x <
√

y.

(d)
√

· ist bijektiv.

(e) √
xy =

√
x

√
y für alle x, y ∈ R≥0.

(f) Zwei Lösungen: Zeigen Sie, dass es für a > 0 genau zwei reelle Lösungen der
Gleichung x2 = a gibt. Wie viele gibt es für a = 0 bzw. für a < 0?

Lösung. (a) Existenz. Die Mengen X und Y sind nichtleer, beschränkt und erfüllen
x ≤ y für alle x ∈ X, y ∈ Y . Nach der Vollständigkeit (Schnittaxiom/Existenz eines
Schnittpunkts zwischen einer nach oben beschränkten Menge und ihrer unteren
Schranke) existiert c ∈ R mit x ≤ c ≤ y für alle x ∈ X, y ∈ Y . Angenommen c /∈ X,
also c2 > a. Setze δ := c2 − a > 0 und wähle ε := δ

4c > 0. Dann

(c − ε)2 = c2 − 2cε + ε2 ≥ c2 − 2cε = c2 − δ

2 > a,
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also c−ε ∈ Y . Das widerspricht c ≤ y für alle y ∈ Y . Analog führt die Annahme c /∈ Y
(also c2 < a) zu einem Widerspruch, indem man ein kleines ε > 0 mit (c + ε)2 ≤ a
konstruiert. Folglich c ∈ X ∩ Y und damit c2 = a.

(b) Eindeutigkeit. Seien x, y ∈ R≥0. Dann gilt:

x < y ⇐⇒ y − x > 0 ⇐⇒ (y − x)(y + x) > 0 ⇐⇒ y2 − x2 > 0 ⇐⇒ x2 < y2,

da y + x ≥ 0 ist. Insbesondere ist die Abbildung t 7→ t2 auf R≥0 streng monoton
steigend. Angenommen, c1, c2 ∈ R≥0 mit c2

1 = a = c2
2. Wäre c1 < c2, so ergäbe die

Monotonie c2
1 < c2

2, Widerspruch. Analog kann c2 < c1 nicht sein; also c1 = c2. Damit
ist die Lösung eindeutig.

(c) Monotonie von
√

·. Seien 0 ≤ x < y und setze u :=
√

x, v := √
y (also u, v ≥ 0

mit u2 = x, v2 = y). Aus x < y folgt mit der Äquivalenz aus (b) u2 < v2, also u < v.
Damit ist

√
· streng monoton steigend.

(d) Bijektivität. Injektivität: Aus (c) folgt bereits die Injektivität, da eine streng
monotone Funktion injektiv ist.
Surjektivität: Sei b ∈ R≥0 beliebig. Nach (a) existiert genau ein c ∈ R≥0 mit c2 = b.
Per Definition ist

√
b = c, also liegt zu jedem b ein Urbild vor. Damit ist

√
· surjektiv

und somit bijektiv.

(e) Multiplikativität. Seien x, y ∈ R≥0 und setze u :=
√

x ≥ 0, v := √
y ≥ 0. Dann

gilt (uv)2 = u2v2 = xy. Nach (b) gibt es genau eine nichtnegative reelle Zahl, deren
Quadrat xy ist; diese ist per Definition √

xy. Da uv ≥ 0 ist, folgt √
xy = uv =

√
x

√
y.

(f) Anzahl der reellen Lösungen von x2 = a.

• Für a > 0: Genau zwei Lösungen, nämlich x = ±
√

a.

• Für a = 0: Genau eine Lösung, x = 0.

• Für a < 0: Keine reellen Lösungen.

Aufgabe 3. Welche der folgenden Teilmengen sind offen? Welche abgeschlossen?
Begründen Sie.

(a) Der Punkt A = {0} in R,

(b) Die ganzen Zahlen Z in R,

(c) Das Intervall C = [0, ∞) in R,

(d) Das Intervall D = (0, ∞) in R,

(e) Die Menge E =
{

1
n

∣∣ n ∈ N, n > 0
}

in R,
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(f) Die Menge F = E ∪ {0} in R.

Lösung. Erinnern Sie sich, das Abgeschlossenheit getestet wird, indem wir das
Komplement auf Offenheit analysieren.

(a) A ist nicht offen: Ein Intervall der Form (−r, r) mit r > 0 ist nie ganz in A
enthalten. Zum Beispiel gilt für jedes r, dass r

2 ∈ (−r, r) ist, aber r
2 /∈ A.

A ist abgeschlossen: Sei x ein Element in Ac = R\{0}. Das Intervall (x−|x|, x+
|x|) liegt vollständig in Ac. Denn für y ∈ (x − |x|, x + |x|) gilt |x − y| < |x| und
darum nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

|y| = |x − (x − y)| ≥ |x| − |x − y| > 0.

Also y ̸= 0, y ∈ Ac.

(b) B ist nicht offen: Gleich wie (a).
B ist abgeschlossen: Sei x ein Element in Bc = R \ Z. Sei r der Abstand
von x zur nächstgelegenen ganzen Zahl. Da x /∈ Z, haben wir r > 0. Das
Intervall (x − r, x + r) liegt per Konstruktion von r vollständig in Bc. Denn
für y ∈ (x − r, x + r) gilt |x − y| < r und darum gilt für jedes k ∈ Z nach der
umgekehrten Dreiecksungleichung

|y − k| = |x − k − (x − y)| ≥ |x − k|︸ ︷︷ ︸
≥r

− |x − y|︸ ︷︷ ︸
<r

> 0.

Darum ist y /∈ Z, also y ∈ Bc.

(c) C ist nicht offen: Gleich wie (a), der Punkt − r
2 ist nie in C für jedes r > 0.

C ist abgeschlossen: Dass das Intervall Cc = (−∞, 0) ist offen, beweist man
genau gleich wie in (a), dass Ac = (−∞, 0) ∪ (0, ∞) offen ist.

(d) D ist offen: Wie wie Teilaufgabe (c), zweiter Teil.
D ist nicht abgeschlossen: Das Intervall Dc = (−∞, 0] ist nicht offen wie in
Teilaufgabe (c), erster Teil.

(e) E ist nicht offen: Um den Punkt 1 ∈ E gibt es kein Intervall (1 − r, 1 + r), so
dass (1 − r, 1 + r) ⊂ E: Zum Beispiel ist für beliebiges r > 0 der Punkt 1 + r

2 in
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(1 − r, 1 + r), aber nicht in E.
E ist nicht abgeschlossen: Um den Punkt 0 ∈ Ec gibt es kein Intervall (−r, r),
so dass (−r, r) ⊂ Ec: Zum Beispiel ist für beliebiges r > 0 der Punkt 1

n in
(−r, r) für n ∈ N mit 1

n < r, aber 1
n ist in E, also nicht in Ec.

(f) F ist nicht offen: Aus demselben Grund, dass E nicht offen ist.
F ist abgeschlossen: Für x ∈ R mit x < 0 ist das Intervall (x−r, x+r) mit r = |x|
vollständig in F c enthalten. Genauso für x > 1 ist das Intervall (x − r, x + r)
mit r = x − 1 vollständig in F c enthalten. Falls x ∈ F c mit 0 < x < 1 ist, dann
liegt x genau zwischen einem Paar 1

n+1 , 1
n für ein eindeutiges n ∈ N, n > 0. Sei

r = min{|x− 1
n+1 |, |x− 1

n |} > 0. Dann ist (x−r, x+r) vollständig in F c enthalten.

Aufgabe 4. Finden Sie das Infimum und Supremum der folgenden Teilmengen von
R. Besitzen sie ein Minimum, ein Maximum?

1. A = {a − b | a, b ∈ R, 1 < a < 2, 3 < b < 4},

2. B = { n
n+1 | n ∈ N},

3. C = { n
m | m, n ∈ N, m + n ≤ 10}.

Lösung.

1. Wir sehen direkt, dass sup A = 2 − 3 = −1 und inf A = 1 − 4 = −3 und beide
nicht in A liegen.

2. Wir bemerken zuerst, dass n
n+1 < m

m+1 ist für n < m ∈ N. Dies folgt direkt
daraus, dass n(m + 1) < m(n + 1) gilt. Darum sind sicher alle Zahlen in B
grösser als die Zahl für n = 1, also 1

2 . Wir haben inf B = min B = 1
2 .

Wir behaupten nun, dass sup B = 1 ist. Aus n
n+1 = n+1−1

n+1 = 1 − 1
n folgt, dass

n
n+1 < 1 ist. Also sup B ≤ 1. Auf der anderen Seite ist kein x ∈ R mit x < 1
eine obere Schranke von B, da weil 1

n+1 beliebig klein sein kann, zum Beispiel
kleiner als 1 − x. Dann ist x < 1 − 1

n+1 und 1 − 1
n+1 ∈ B. Beachte, dass

1 = sup B nicht in B liegt. Es gibt also kein maximales Element in B.

3. Wir sehen direkt, dass sup C = 9
1 = 9 und inf C = 1

9 und beide in C liegen.
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Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass die irrationalen Zahlen R\Q eine überabzählbare Menge
bilden.

Hinweis: Sie können die in den Vorlesungen behandelten Tatsachen verwenden, dass
Q eine abzählbare Menge und R eine überabzählbare Menge ist.

Lösung. Widerspruchsbeweis: Bekanntlich ist R überabzählbar, während Q abzählbar
ist. Angenommen, die Menge der Irrationalen I := R \ Q sei abzählbar. Dann wären
sowohl Q als auch I bijektiv zur Menge der natürlichen Zahlen N.

Falls fq : Q → N und fi : I → N zwei Bijektionen sind, so definiert

f(x) =

2fq(x), falls x ∈ Q,

2fi(x) + 1, falls x ∈ I

eine Bijektion f : Q ∪ I → N. Damit wäre also R = Q ∪ I abzählbar.

Dies steht im Widerspruch zur bekannten Tatsache, dass R überabzählbar ist. Folglich
ist I = R \ Q überabzählbar.

Aufgabe 6. (Dirichlets Approximationssatz) In dieser Aufgabe wollen wir eine
beliebige reelle Zahl durch eine rationale Zahl approximieren. Sei a ∈ R eine beliebige
reelle Zahl. Wir möchten p ∈ Z und q ∈ N \ {0} finden, so dass∣∣∣∣a − p

q

∣∣∣∣ <
1
q2 .

Das heißt, p
q approximiert a bis auf einen Fehler von höchstens 1

q2 .

(a) Betrachten Sie die Q + 1 Nachkommanteile

{0a} = {0}, {1a}, . . . , {Qa},

wobei {x} = x − ⌊x⌋ den Nachkommanteil bezeichnet. Erklären Sie, warum es
ein k ∈ N, 0 ≤ k ≤ Q − 1, gibt, so dass zwei der obigen Nachkommanteile im
selben Intervall

[
k
Q , k+1

Q

)
liegen.

(b) Zeigen Sie, dass es ganze Zahlen 0 ≤ m < n ≤ Q gibt mit∣∣{na} − {ma}
∣∣ <

1
Q

.

(c) Definieren Sie q := n − m und p := ⌊na⌋ − ⌊ma⌋. Beweisen Sie, dass∣∣∣a − p

q

∣∣∣ <
1

qQ
.
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(d) Folgern Sie, dass 1 ≤ q ≤ Q gilt und dass wir haben∣∣∣a − p

q

∣∣∣ <
1
q2 .

Lösung. Idee: Wir verwenden das Schubfachprinzip (Pigeonhole Principle) für
Nachkommanteile.

(a) Wir betrachten die Q + 1 Nachkommanteile

{0a}, {1a}, . . . , {Qa} ∈ [0, 1).

Das Intervall [0, 1) wird in Q gleich große Intervalle der Länge 1/Q zerlegt:

Ik =
[

k

Q
,
k + 1

Q

)
, k = 0, . . . , Q − 1.

Da es Q + 1 Punkte gibt, aber nur Q Intervalle, müssen nach dem Schubfach-
prinzip zwei verschiedene Nachkommanteile im selben Intervall liegen.

(b) Also existieren ganze Zahlen 0 ≤ m < n ≤ Q mit∣∣{na} − {ma}
∣∣ <

1
Q

.

(c) Schreibe na = ⌊na⌋ + {na} und ma = ⌊ma⌋ + {ma}. Dann gilt

(n − m)a −
(
⌊na⌋ − ⌊ma⌋

)
= {na} − {ma}.

Setze q := n − m (damit 1 ≤ q ≤ Q) und p := ⌊na⌋ − ⌊ma⌋. Somit

|qa − p| =
∣∣{na} − {ma}

∣∣ <
1
Q

.

Nach Division durch q folgt∣∣∣a − p

q

∣∣∣ <
1

qQ
.

(d) Da 1 ≤ q ≤ Q gilt, folgt qQ ≥ q2 und somit
1

qQ
≤ 1

q2 .

Daher∣∣∣a − p

q

∣∣∣ <
1
q2 .

Damit ist Dirichlets Approximationssatz gezeigt.
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