D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 4 HS 2025

Aufgabe 1.

(a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte in den reellen Zahlen, falls sie existieren:

, Tt + 15 , n?+5 . n®—10
lim , im ——, lim ———
nsoo3nt +nd3+n—1 nsoond +n+4+1 n—oo n2 41

Verwenden Sie hier und auch sonst kein frither erlerntes Kochrezept, das Sie
nicht begriinden kénnen.

(b) Formulieren und beweisen Sie einen allgemeinen Satz iiber Grenzwerte von
Folgen wie in (a).

Losung. (a) Die Lésungen sind: I, 0 und co. Die Beweise sind Spezialfille von (b).

(b) Wir beweisen zuerst folgende Behauptung: Fir beliebige ¢; € R gilt

Beweis: Sei 1 > ¢ > 0. Dann gilt fir alle n € N mit n > % (also € > % und darum
auch e > & > n%), dass

Da Z;-VZI lcj| € R eine fixe Zahl ist, konnen wir durch kleine Wahl von € den Term

‘Z;V:l fl—]] beliebig klein machen. Darum ist der Limit 0.

Wir beweisen nun folgenden Satz: Seien P(X),Q(X) € R[X] zwei Polynome gegeben
N M

durch P(X) = Y ap X* bzw. Q(X) = 3 bpX* # 0 wobei ay, by # 0. Dann gilt:
k=0 k=0

P(n) an
1) lim = —, wenn N = M ist.
P
(2) nh_{lgo Q(n) = sgn (gﬁ) oo, wenn N > M ist.

nh_}rgo Q) =0, wenn N < M ist.

Beweis:
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£ und by, = é’—’“ fir k=0,...,N —1 (ay und by sind nach

(1) Definiere aj, := 2% .
Voraussetzung nicht Null). Fiir alle n € N, n > 0, schreiben wir:

1+ 3 an Ntk
Q(n) by by N-1
1+ Y bjn— Ntk
k=0
N=! / / N+k
> (a, — bp)n
_ (lN’ k=0
by N—1
L+ > bn =Ntk
k=0
]ZV) ay_;—by_;
! nJ
_ |lan j=1
- bN N b ’
N—j
L+ % 55

wobei wir den Index von k auf j = N — k geéndert haben.

Nun sind sowohl die Summe im Zéahler als auch die Summe im Nenner von der
Form, die in der obigen Behauptung betrachtet wurde. Daher kénnen diese
Summen beliebig klein gemacht werden. Somit kénnen wir zu jedem % >e>0
ein ng finden, so dass fiir alle n > ng die folgenden Ungleichungen gelten:

N 7 o
an Z“ij N-j|
j —_ )
bN j=1 n
N b/ )
2l <
="

und somit
P(n) an < €

(n) by|~ 1—¢€

da im Allgemeinen fiir |z] < 1 gilt, dass 14%90 < 1j‘x|. Da ausserdem % > € ist,
haben wir

P(n) an € €

—_— = < = 2e.
Qn) byl 1-—e”1-13 ‘

Dass bedeutet, dass
i P(n) an
im = —

gilt.
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(2) Wir sollen zeigen, dass fiir alle L > 0 ein ng € N existiert, so dass fir alle

(3)

Aufgabe 2. Sei (2,)2

n > ng:

’P(n) .

Q(n)
gilt. Aus Teil (1) kriegen wir zumindest schon

lim <P(n) > = v

5 \nN Q) ) T by

Das heisst es gibt ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt, dass

P(n)
nN=MQ(n)

bl

Dann ist aber mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung:

P(n)
g 2 i 2
Also
—= 2.
i) = [l
Da a—N‘ /2 fixiert bleibt und n beliebig wéchst, ist der Grenzwert im Betrag oc.

Durch den Beweis findet man auch das Vorzeichen sgn ( M) des Grenzwertes.

Durch (2) findet man, dass M‘ Grenzwert oo hat und darum hat der reziproke

Ausdruck ’ ot )‘ Grenzwert 0.

der Folge (z,,)2%,. Zeigen Sie, dass F' abgeschlossen ist.

> o eine Folge in R, und sei F' C R die Menge der Haufungspunkte

Losung. Wir zeigen, dass das Komplement F'° = R\ F offen ist. Falls F' nicht offen
wére, gibe es ein x € F¢, sodass jeder Intervall (z —e, z+¢€) ein Element aus F enthélt.
Sei € > 0, dann gibt es ein a € F' mit |z —a| < §. Weil a € F' ein Haufungspunkt ist,
gibt es fiir alle N € N ein n > N, so dass |a — x,,| < §.

Mit der Dreiecksungleichung ist |x — z,| < |z — a| + |a — z,| < €, folglich ist x
ein Haufungspunkt, also in F. Widerspruch! Damit ist R \ F offen und F folglich
abgeschlossen.
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Aufgabe 3. Sei (z,,)72 die durch zp = 1 und

i (o)
Tp =< | Tp-1+
3 Tn—1

fir n > 1 rekursiv definierte Folge. Zeigen Sie, dass ()52, konvergiert und bestim-
men Sie den Grenzwert.

Losung. Sei f: (0,00) — (0,00) die Funktion

f(x)z?(x—i—;).

Der Grenzwert: Falls die Folge einen Grenzwert A hat, dann ist er ein Fixpunkt der
Rekursionsfunktion f. (Aus z, = f(zp—1) und dem Grenzwert fiir n gegen unendlich
bekommen wir A = f(A), da f stetig ist.) Aus der Gleichung

A:f(A):?(AqL;).

folgt A2 = 2, also A = +v/2. Da g = 1 ist, sieht man, dass alle Folgenglieder x,,
positiv sind. Also muss A = ++/2 sein.

Der Grenzwert existiert: Wir wollen zeigen, dass die Folge x,, monoton wachsend und
beschréankt ist, so dass wir den Theorem 2.103: Convergence of Monotone Sequences
anwenden konnen. Wie beweisen zwei Eigenschaften der Rekursionsfunktion:

1. f(z) > x genau dann wenn z < /2
2. f ist monoton wachsend auf = € [1, 00)

Die Eigenschaft (1) erhalten wir analog zur Losung der Fixpunktgleichung A = f(A).
Fiir die Eigenschaft (2) seien 1 < z < y. Wir wollen also

1 1
y+ - (x+> = f(y) = f(z) 2 0.
Y x
Dies erhalten wir, da die Gleichung mit xy multipliziert

ay’ +x— 2ty —y=(y—a)(zy—1)

ergibt, welches in der Tat > 0 ist, da z,y > 1 und y > « ist.

Da f (\/i) = /2 ist, f monoton wachsend ist und f(x) > z, folgt 1 < f(z) < /2 fiir
alle 1 <z < V2.
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Das heisst, die die Folge gegeben durch z¢p = 1 und z,, = f(z,—1) ist von oben
beschrankt und wegen Eigenschaft (1) wachsend. Darum konvergiert die Folge nach
Theorem 2.103: Convergence of Monotone Sequences.

Aufgabe 4. Seien (a,)5%, (bn)pey und (c,)o2, konvergente Folgen reeller Zahlen,
mit Grenzwerten A, B und C' respektive. Sei (z,,)52, die Folge definiert durch

a, fallsn=3kkeN
Tp =10, fallsn=3k+1,keN
¢, fallsn=3k+2keN.

Berechnen Sie limsup x,,, liminf z,, und die Menge der Haufungspunkte der Folge
n—00 n—oo

(Tn)nzo-
Losung. Die Haufungspunkte von (x,)5% sind A, B, C':

Die Teilfolge (x3, )52, ist genau die Folge (an)52, also ist A ein Haufungspunkt von
(xn)5%- Analog sind B und C' Haufungspunkte. Wir zeigen nun, dass es keine weiteren
gibt. Sei D # A, B, C ein Punkt in R. Dann ist min{|D—A|,|D—B|,|D—-C|} = ¢ > 0.
Da aber ay,, by, ¢y, schliesslich in einem €/2 Intervall um A, B beziehungsweise C' liegen,
sind nur endlich viele x,, ausserhalb dieser Bélle. Also gibt es nicht unendlich viele Fol-
genglieder, die in einem €/2 Intervall um D liegen. Daher kann D kein H&ufungspunkt
sein.

Der limsup und der liminf: Da der limsup und der liminf Haufungspunkte sind und
wir nur die drei Haufungspunkte A, B, C haben ist

lim sup z,, = max{A, B,C'} und hrr_l}inf x, = min{A4, B,C}.
n e.9]

n—oo

Aufgabe 5.

(a) Geben Sie ein Beispiel fiir eine unbeschrénkte Folge reeller Zahlen ()22, so
dass (Tn+1 — Tn)52 o gegen 0 konvergiert, die Folge selbst (x,,)5  jedoch nicht
konvergent ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine beschrénkte Folge reeller Zahlen (z,)5%, so

dass (zp+1 — Tn)52 gegen 0 konvergiert, die Folge selbst (x,,)5, jedoch nicht
konvergent ist.

Losung.



D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 4 HS 2025

(a)

Unbeschrinktes Beispiel: Setze z;, := y/n fur n € Ng. Dann

Tpyl —Tp = VN + _\f =

1
VnF 14 n e

Zudem gilt x, — also ist die Folge unbeschriankt und in R nicht konver-
gent.

Beschrénktes, nicht konvergentes Beispiel: Betrachte die Folge (z,,)72; definiert
durch

2k )
_ 9ok
”2,3 , k gerade

S {M_Zk) k ungerade

wobei k € N die grosste Zahl ist, sodass n — 2F > 0 ist. Die ersten Glieder sind

1 1 2 3 8 7 6
36120,:62:*,953:5,3?4:0,3?5:* Tg =

2 4 4 8 8 8

Die Folge geht also hin und her tiber das Intervall [0, 1] mit immer kleiner wer-
dendem Abstand zwischen den Gliedern. Die beiden extremen Haufungspunkte
sind
A =limsupz, =0 und B =liminfz, =1,
n—o0 n—oo

da xor = 0 fiir alle geraden k£ und x,x = 1 fiir alle ungeraden k ist. Ausserdem
ist xp — Tpy1 < 2% falls n > 2%, Also ist z,, eine Folge, die die gewiinschten
Eigenschaften erfiillt.

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass der Limes superior nicht mit Addition kommutiert:
Seien (2,,)5%, und (y,)5%, beschriankte Folgen. Zeigen Sie, dass zwar

lim sup(zy, + yp) < limsup z;, + lim sup yy,,

n—oo n—o0 n—0o0

gilt aber Gleichheit nicht immer gelten muss.

Losung. Die Ungleichung: Die Ungleichung folgt durch genaues Wiederholen, wie
der limes superior definiert wird:
Sei N € N. Dann haben wir

Tp 4+ yp <sup{xg | k> N} +sup{yx | k > N},

fir alle n > N. Darum ist auch fiir jedes N € N die Ungleichung

sup{zn +yn | n > N} <sup{xy | k> N} +sup{yx | k > N}

T7 = —,T8 = 5,T9 = 5,L10 = 5 ---
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giiltig. Doch wir haben auf der rechten Seite sowie auf der linken Seite konvergierende
Folgen (Summe von konvergenten Folgen ist konvergent und Grenzwert kommutiert
mit Summe, also Proposition 2.93: Limits and Operations im Skript), wobei die linke
Seite von der rechten dominiert wird. Also gilt auch fiir die Grenzwerte:

lim (sup{x, +yn |n > N}) < lim (sup{zx |k > N})+ lim (sup{yx | kK > N})
N—o0 N—oo N—oo
Und mit der Notation von limsup:

lim sup(z,, + yp) < limsup x,, + limsup y,,

n—oo n—oo n—oo

Ein Beispiel fiir Ungleichheit: Betrachte die Folgen
Ty, = (=1)" und Yn = (—1)"T1,

Der limsup der beiden Folgen (x,) und (y,) ist bei beiden gleich 1. Es gilt aber
Zn + yn = 0 fir alle n, darum ist der limsup von (z,, + y,,) gleich 0.

Aufgabe 7. Sei (z,)52, eine konvergente Folge in C. Zeigen Sie, dass (|zn])2%,
konvergiert und geben Sie den Grenzwert an. Impliziert umgekehrt die Konvergenz
von (|z,|)5, die Konvergenz von (z5,)52,7

Losung. Sei € > 0. Es gibt ein N € N und einen Grenzwert z € C, so dass
|z, — 2| < € fiir alle n > N. (Dies folgt direkt aus der Konvergenz des Real und
des Imaginérteils folgt. Schreibe einen kurzen Beweis falls Du nicht tiberzeugt bist.)
Durch die umgekehrte Dreiecksungleichung erhalten wir

[zl = |2l] < l2n — 2| <€
fir alle n > N. Somit folgt, dass die Folge (|z,])52, konvergiert, mit Grenzwert |z|.

Die Umkehrung gilt nicht: Sei z, = (—1)". Es gilt |z,| = 1. Somit konvergiert
(|zn)5, gegen 1. Die Folge z, konvergiert aber nicht.



