D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 5 HS 2025

Aufgabe 1. Freda ist in Ziirich und Georg ist in Luzern. Freda fihrt mit dem Auto
nach Luzern, und Georg fahrt nach Ziirich — beide folgen genau derselben Strafle
(aber in entgegengesetzter Richtung). Beide fahren um 13:00 Uhr los und kommen
zur selben Zeit, ndmlich um 14:00 Uhr, an ihrem jeweiligen Ziel an. Zeigen Sie mit
einem rigorosen mathematischen Beweis, dass es eine Zeit zwischen 13:00 Uhr und
14:00 Uhr gibt, zu der sich ihre Autos auf der Strecke begegnen.

Losung. Sei D > 0 der Abstand zwischen Ziirich und Luzern entlang der Strasse.
Wir ordnen jedem Punkt der Strasse einen Punkt im Intervall [0, D] zu, wobei Ziirich
dem Punkt 0 und Luzern dem Punkt D entspricht. Das Zeitintervall zwischen 13:00
Uhr und 14:00 Uhr wird durch [1, 2] dargestellt.

Definiere f : [1,2] — [0, D], wobei f(t) Fredas Position auf der Strasse zur Zeit ¢
angibt, und entsprechend g : [1,2] — [0, D], wobei g(t) Georgs Position zur Zeit ¢
beschreibt. Beide Funktionen f und g sind stetig, da sich die Autos stetig in der Zeit
bewegen.

Da Freda in Ziirich startet und in Luzern ankommt, gilt f(1) = 0 und f(2) = D.
Umgekehrt startet Georg in Luzern und kommt in Ziirich an, also gilt g(1) = D und

g(2) =0.

Betrachte nun die Funktion h(t) := f(t) — g(t), die auf [1,2] stetig ist. Dann gilt
h(1) = =D und h(2) = D. Nach dem Zwischenwertsatz existiert, da h(1) < 0 < h(2),
ein t € (1,2) mit h(t) = 0. Das bedeutet f(t) = g(t), also befinden sich die beiden
Autos zum Zeitpunkt ¢ an derselben Position.

Damit existiert ein Zeitpunkt zwischen 13:00 Uhr und 14:00 Uhr, zu dem sich Fredas
und Georgs Autos treffen.

Aufgabe 2.

(a) Erinnern Sie sich an die Aussage von Satz 3.21 (Stetigkeit = Folgenstetigkeit)
aus den Vorlesungsunterlagen. Negieren Sie die Aussage des Satzes: ,,Sei D C R,
f:D —Rund z € D. Dann ist f nicht stetig in £ genau dann, wenn ...“

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, definiert durch

1, z >0,
€Tr) =
/(@) {07 z <0,

nicht stetig ist. Begniigen Sie sich nicht mit einer Skizze, sondern schreiben Sie
einen formalen Beweis unter Verwendung von Teil (a) oder der Definition der
Stetigkeit.
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Zeigen Sie, dass die Funktion f : R — R, definiert durch

(1
fa) = sin (m) , x #0,
0, z =0,
nicht stetig ist.

Bemerkung: Wir werden die Funktion sin noch in der Vorlesung einfithren. Fiir
diese Aufgabe, Stetigkeit von sin : R — R und die tiiblichen Eigenschaften, die
ihr vom Gymnasium kennt, diirfen vorausgesetzt werden.

Losung.

(a)
(b)

f ist nicht stetig in ¥ <= I(z,)52o C D mit x,, — = aber f(z,) A f(Z).
Die Funktion f: R — R, definiert durch

1, >0,
ﬂ@—{
0, <0
ist nicht stetig in 0 (und damit nicht stetig).
Beweis 1: Folgenbeweis. Betrachte die Folge z,, = —% < 0. Dann gilt x,, — 0,
aber

f(zy,) =0 fiir alle n.

Daher gilt f(z,) — 0. Insbesondere konvergiert f(z,) nicht gegen f(0) = 1,
also ist nach der Charakterisierung der Stetigkeit iiber Folgen f nicht stetig in
0.

Beweis 2: e-6-Beweis. Sei € = % Fiir ein beliebiges § > 0 wihle z € (—4,0);
dann gilt |z — 0| < 6, aber

[f(@) = fO)=10-1=1>3=¢.

Somit ist die e-6-Bedingung an der Stelle 0 nicht erfiillt, und f ist daher nicht
stetig in 0.

Bemerkung. Auf den Intervallen (—oo,0) und (0, 00) ist die Funktion konstant
und damit dort stetig; die einzige Unstetigkeitsstelle liegt bei 0.

Die Funktion f ist nicht stetig bei xg = 0: Wir zeigen, dass wir beliebig nahe
bei 29 = 0 ein € R mit f(x) = 1 finden konnen. Betrachte z = m fiir
positives N € N. Dann ist

f(x) =sin <7T(1—;4N)> = sin (72r + 2N7r) =1.
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Betrachten wir € = % und sei § beliebig. Wihle N gross genug, so dass |z| < 4.
Weil |z — zo| < 4, aber |f(z) — f(z0)| =1 > 4 = €. ist, haben wir gezeigt, dass
f nicht stetig bei x¢p = 0 ist.

Aufgabe 3. Betrachten Sie die Funktion f : R — R, definiert durch f(z) = x + 3.

(a) Zeigen Sie, dass f eine Umkehrfunktion g : R — R besitzt. Mit anderen Worten,
f und g erfiillen fiir alle z € R die Gleichungen f o g(z) = und go f(x) = x.

Hinweis: Aufgabe 2 aus Ubungsblatt 2 kénnte hierbei niitzlich sein.
(b) Berechnen Sie den Wert von ¢(10).
Losung.

1. Aufgabe 2 aus Ubungsblatt 2 zeigt, dass die Funktion f(z) = z + 2% in R
monoton (wachsend) ist. Auflerdem konnen wir die Aussage aus derselben
Aufgabe negieren:

<y < x3+x§y3+y,
woraus folgt:
>y < x3+m>y3+y.
Dies zeigt, dass f nicht nur monoton wachsend, sondern streng monoton wach-

send ist.

Daher existiert nach dem Umkehrfunktionstheorem (Theorem 3.28 aus den
Vorlesungsnotizen) eine (streng monotone) Umkehrfunktion f~! = g : f(R) — R.
(Tatséchlich gilt f(R) =R, da limg;_0 f() = 0o und lim,— o f(z) = —00.)

2. Da fog(z) = x gilt, folgt f(g(10)) = 10. Wenn wir diese Gleichung auswerten,
erhalten wir
9(10) + ¢g(10)* = 10.

Probiert man einige Werte aus, stellt man fest, dass 2 + 23 = 10 gilt. Daher ist
der eindeutig mogliche Wert ¢(10) = 2.

Aufgabe 4. Erinnern Sie sich an Definition 3.33 aus den Vorlesungsunterlagen.

1. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Funktion f : (0,1) — R, die ihr Maximum an
keinem Punkt in (0,1) annimmt. Begriinden Sie Ihre Antwort.

2. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Funktion f : R — R, die ihr Maximum im Punkt
0 € R annimmt, aber ihr Minimum an keinem Punkt in R annimmt. Begriinden
Sie Thre Antwort.

Losung.
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(a) Sei f:(0,1) — R definiert durch f(z) = x. Dann ist f streng monoton wachsend
und

sup{f(:L‘) S (Oa 1)} = Sup(ov 1) =1,
aber 1 wird nicht angenommen, da 1 ¢ (0,1) gilt. Tatséchlich gilt fiir jedes
y € (0,1): f(y) =y < 1. Daher nimmt f auf (0,1) kein Maximum an.
(b) Sei f: R — R definiert durch f(z) = —22. Dann gilt fiir alle z € R:

fla) = —2* < 0= f(0),

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn x = 0 ist. Somit nimmt f sein Maximum
bei z =0 an.

Andererseits besitzt f kein Minimum: Fiir jedes M € R wéhle x mit || > /—M;
dann gilt f(z) = —2? < M. Aquivalent dazu gilt

lim f(x) = —o0,

|z|—o00

also ist f nach unten unbeschrinkt und kann daher kein Minimum annehmen.

Aufgabe 5. Sei [ ein Intervall und f : I — R eine stetige, injektive Abbildung.
Zeigen Sie, dass f streng monoton ist.

Losung. Sei f : I — R eine stetige, injektive Abbildung. Falls f nicht streng
monoton ist, finden wir z < y < z im Intervall I, so dass f(x) > f(y) < f(z) oder

f@) < fly) = f(2).
Nehmen wir ersteres an. Wenn wir noch das Bild von x und z vergleichen, haben wir

entweder f(z) > f(2) > f(y) oder f(z) > f(x) > f(y). Wir nehmen wieder ersteres,
also f(z) > f(2) > f(y), an. Die anderen Fille sind analog.

Da f stetig ist, erhalten wir aus dem Zwischenwertsatz fiir x < y und dem Wert f(z)
ein z < w <y, so dass f(w) = f(z). Aus Injektivitdt folgt w = z. Dies kann aber
nicht sein, da w <y < z.

Daraus schliessen wir, dass f streng monoton ist.

Aufgabe 6. Sei I ein Intervall und f : I — R eine monotone Abbildung, so dass fiir
alle a,b € I und ¢ € R zwischen f(a) und f(b) ein z € R zwischen a und b existiert,
welches f(x) = £ erfiillt. Zeigen Sie, dass f stetig ist.

Vergleichen Sie dieses Resultat mit dem Zwischenwertsatz.
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Losung. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass f monoton
wachsend ist.

Wir zeigen Stetigkeit in einem beliebigen xg € I. Sei dazu € > 0. Dazu wollen wir
zuerst ein 01 > 0 finden, so dass fiir € I mit zy < x < z¢ + §; der Wert f(x) nicht
viel grosser als f(xzg) ist, also konkret f(x) < f(xg) + €.

Falls f(x) < f(zo) + € fiir alle x € I, dann kénnen wir §; > 0 beliebig wihlen, zum
Beispiel 61 = 1. Andernfalls gibt es ein x; € I, so dass f(x1) > f(z¢) + €. Die
Voraussetzung auf f(xo) < f(zo) + € < f(z1) angewendet, ergibt die Existenz eines
y1 € I mit f(y1) = f(zo) + €. Da f monoton wachsend ist, muss zo < y; < z; sein
und darum 01 = y; — ¢ positiv. Wieder weil f monoton wachsend ist, haben wir fiir
alle x € I zwischen zo und y; = x¢ + 01, dass f(x0) < f(x) < f(y1) = f(zo) + €.

In dem wir f(z) > f(z¢) — € betrachten, erhalten wir analog ein dy > 0, so dass fiir
alle € I zwischen xg — 2 und xo, dass f(xg) — e < f(x) < f(zo) ist.

Setzen wir nun § = min{d1,d2} erhalten wir, dass fir alle x € I zwischen zg — § und
xo + ¢ gilt, dass f(xg) — e < f(x) < f(xo) + € ist.

Daraus schliessen wir, dass f stetig ist.

Aufgabe 7. Welche der folgenden Funktionen f : R — R sind gleichméssig stetig?
Uberzeugen Sie sich zuerst davon, dass die jeweils gegebene Funktion stetig ist, und
skizzieren Sie den Graphen.

a) f(z) = Vlzl,

b) f(z) =a?

c) f(z) Zmln( ], 2%),
d) f(x) = mf |z — kK|,

e) f(z) = inf |z — k|

keZ
f) f(z) =2 inf |z — k|

Losung.

1. /|z| ist gleichmdssig stetig:
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Sei € > 0 und § = €2 > 0. Fiir alle z,y mit |z — y| < § haben wir

=B = - - ]

Durch die umgekehrte Dreieckungleichung gilt

Vi il < i +

Somit haben wir

iet = yul] < |Vl = - [Vt + bl = [l = | = Dt =
” N

Wir schliessen, dass )\/ |x] — / ]y|‘ < e und somit f gleichméssig stetig ist.

2. x? ist nicht gleichmdssig stetig:
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25

201

15 A

10 A

-4 -2 0 2 4

Seien € = 1 und § > 0 beliebig. Dann haben z = % und y = = + % zwar Abstand
kleiner als §, aber

1f(y) = f@)|=da+ 5 =1+ > 1.

Die Funktion 22 ist also nicht gleichméssig stetig.
3. Die Funktion f ist gleichmdssig stetig:

3.0

2.5

2.0 4

154

104

0.5 4

0.0

Wir haben

22, |z| <1

Die Funktion z? ist gleichméssig stetig auf [—1, 1], da dies ein kompaktes In-
tervall ist. Ausserhalb fiir \/|x| haben wir gleichméssige Stetigkeit schon in a)
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gezeigt.

4. Die Funktion f ist gleichmdssig stetig: Die Funktion f sieht wie folgt aus:

10

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 4

0.0 } ; ; t
-4 -2 0 2 4

Seien z,y € R beliebig. Mit der Dreiecksungleichung haben wir |y — k| <
ly — x| + |x — k| fir alle k € Z. Darum erhalten wir auch

inf |y — k| < |y — inf |z — k
,gelzly | <y x\+lgelzlx l,

was dasselbe ist wie
fly) = f(z) <|y—=|

Durch vertauschen von z und y erhalten wir mit demselben Argument, dass
f(x) = f(y) < |y — z| ist. Zusammen ergibt das

[f(y) = f(2)] < |y — .
Wiéhlen wir nun § = €, so sehen wir dass f gleichméssig stetig ist.

5. Die Funktion f ist gleichmdssig stetig: Analog zu Teilaufgabe d) mit k? anstelle
von k. Die Funktion sieht folgendermassen aus:
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6. Die Funktion f ist nicht gleichmdssig stetig:

-4 -2 0 2 4

Betrachte e = 1 und 1 > ¢ > 0 beliebig. Dann haben » =2[4] und y =z + §
zwar Abstand kleiner als d, aber

f)— f@) =3 +)i-0>1+% >1.



