D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 6 HS 2025

Aufgabe 1. Sei D C R eine Teilmenge. Eine Funktion f : D — R heisst Lipschitz-
stetig, falls ein L > 0 existiert, so dass |f(x) — f(y)| < L|x — y| fur alle z,y € D
gilt.

a) Zeigen Sie, dass eine Lipschitz-stetige Funktion auch gleichméissig stetig ist.

b) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion [0, 1] — R, gegeben durch x — /z zwar
gleichméssig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist.

c) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion [1,00) — R Lipschitz-stetig und gleichméssig
stetig ist.

Losung.

a) Sei f: D — R eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante L > 0.
Dann kénnen wir fiir jedes € > 0 global (unabhéngig von x € D) ein § > 0
wéhlen, so dass |z — y| < ¢ die Ungleichung |f(z) — f(y)| < € fiir alle z,y € D
impliziert. Wéhle dazu 6 = . Dann folgt in der Tat durch die Lipschitz
Bedingung, dass mit |x — y| < § die Abschatzung

1f(z) — f(y)| < Llz —y| < L% —e

gilt.

b) Nicht Lipschitz-stetig: Sei y = 0. Falls die Wurzelfunktion Lipschitz ist, dann
gibt es ein L > 0, so dass fiir alle z € (0, 1] gilt, dass

Ve =|vz —V0| < Ljz — 0| = La.

Doch aus /z < Lx folgt < L%2? fiir alle x € (0, 1]. Weil wir o # 0 betrachten,
kénnen wir durch z? teilen und erhalten % < L? fiir alle x € (0,1]. Doch %
kann beliebig gross fiir « € (0, 2] werden. Darum kann es kein solches L geben.
Gleichmissig stetig: Haben wir schon in Aufgabe 7a) von Ubungsserie 5 gesehen.

c¢) Lipschitz stetig: Wir behaupten, dass L = 1 eine mogliche Lipschitz-Konstante
fiir die Wurzelfunktion [1,00) — R ist . In der Tat haben wir, dass’

-yl .

gilt, da /x4 \/y > 1. Gleichmdssige Stetigkeit folgt mit Teilaufgabe a) aus
Lipschitz-Stetigkeit.

Aufgabe 2. Sei a € R. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

'Wir schreiben z — y = (v/z — \/¥)(v/Z + /%) und nehmen den Absolutbetrag auf beiden Seiten.
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d) Timy o 280,

Wiéhlen Sie dabei in jedem Fall einen geeigneten Definitionsbereich, auf dem die
angegebene Formel eine Funktion definiert.

Losung.

a) Wenn z = 2 ist, dann ist der Ausdruck oot op2 % nicht wohldefiniert. Weil

r—2
3 — 2?2 — x — 2 ist, faktorisieren wir

x = 2 eine Nullstelle von x
B —r—2=(z—-2) (2 +x+1).

23—z —x—2

Somit gilt g =22 + x4 1. Dann ist
3 _ 2 —9
im e T T ima?t a1 =224241=7,
T—2 r—2 z—2

da die Funktion z +— 2 4+ x + 1 stetig ist.

b) Der Nenner 2¢2* = 1 verschwindet fiir ein eindeutiges zq = %log (%) € R. Fir

x grosser als xg verschwindet der Nenner 2¢%* — 1 also nicht, da e?* streng
monoton wachsend ist.
. . . 20 g .
Wir beweisen lim % = % Zuerst formen wir um:
T—00 -

327 +e? +1 32 —1)+e"+5 3 e+ 3

220 —1 227 — 1 2 22w 17

. . . e 45 . . ..
Es reicht nun zu zeigen, dass h_)m 5o2:—=7 = 0 ist. In der Tat ist fir x > x¢:
X oo

crj|_erd e
2e2r — ] 2e2r — 1  2e2r —1  2e2r _1°

Der zweite Term kann beliebig klein gemacht werden, da der Zahler konstant
bleibt und der Nenner 2¢2* — 1 beliebig gross sein kann. Der erste Term kann
umgeschrieben werden als




D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich

Prof.

Alessio Figalli Losungsblatt 6 HS 2025

Doch e™* ist kleiner als 1 fiir z > 0 und 2¢” kann beliebig gross sein.

3e24e®41 _ 3

Somit ist Ih_}rglo et T 5

Der Ausdruck g% ist definiert fur x > 0. Wir nehmen nun ein n € N so dass
n > a. Von Korollar 3.47 erhalten wir fiir z > 1 dass

. ( x>n :En
e > 1+ — > —
- n —nt

Wir erhalten also

x n n—a

(&

T T

x® ~ pnge  pn

wobei 2% = e("~a)108 heliehig gross sein kann fiir z — co. Somit schliessen

. . et
wir lim & = oo.
z—o0 T

d) Der Ausdruck h;# ist definiert fiir > 0. Wir unterscheiden zwei Falle fiir die
Berechnung des Grenzwertes. a < 0: Wir beweisen xhﬁrrolo l(;% = oo. Fiur alle
x > 1, erhalten wir $% > 1. Dann gilt
log x
- > logz.
x
Da log z unbeschréankt mit = wéchst, schliessen wir li_>m gz _
T oo
a > 0: Wir beweisen li_>m 103(135) = 0. Wir kénnen z = e« ersetzen, denn dann
x oo
geht mit = auch y nach unendlich und umgekehrt (beachte, dass dies a > 0
benutzt). Wir erhalten
1 log(ew
lim L(x): lim ﬁz lim ﬂz()’
r—oo @ Yy—+00 (eg)a y—oo eY
wovel wir den letzten Grenzwert schon in c¢) berechnet haben (mit ¢ = 1 und
dem reziproken Grenzwert lim, %
Aufgabe 3.

a) Zeigen Sie die folgenden Grossenordnungen fiir z — oo:

i) 223 + 32% = O(2?)
ii) 2P = O(exp(x)) fir jede natiirliche Zahl p > 0
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iii) log(z) = O(x%) fiir jede nattrliche Zahl p > 0
b) Zeigen Sie die folgenden Gréssenordnungen fiir x — oo:
i) 2P = o(x?) fiir natiirliche Zahlen 0 < p < ¢
ii) 2P = o(exp(x)) fiir alle natiirlichen Zahlen p > 0
iii) log(x) = o(xP) fir alle natiirlichen Zahlen p > 0
c¢) Zeigen Sie die folgenden Grossenordnungen fir x — 0:
i) 27 = o(xP) fiir alle natiirlichen Zahlen 0 < p < ¢
ii) exp(z) =14 o(1)
Losung.

a) i) Wir betrachten R =1 und M =5 (geméfl der Notation in Definition 3.67):
Fiir z > 1, haben wir 2> > 22, somit

22 + 322 < 223 + 323 = 523
und das Resultat folgt.
ii) Wir betrachten R = 0 und M = p?: Fiir alle z > 0, gilt mit Korollar 3.47

5= () <(1}) =m0
— = - < + - < exp(x).
P p p

Daher auch aP < pP exp(x) und das Resultat folgt.

iii) Ersetzen Sie x mit log(z) in Teilaufgabe ii) und ziehen Sie die p-te Wurzel.

b) i) Wir verwenden die dquivalente Formulierung analog zu derjenigen nach
Definition 3.66 und sehen dass i—z =P 9> 0flrz —>o0codap—q<D0.

ii) Wir kombinieren Resultate die wir bereits gezeigt haben, ndmlich 2P = o(z?)
und z? = O(exp(x)) mit der folgenden Beobachtung:

Seien f,g,h : D — R Funktionen so dass f(x) = o(g(z)) und g(z) =
O(h(z)) fiir x — zo oder x — oco. Dann ist f(x) = o(h(z)).

Beweis des Falls x — oco: Es gibt per Annahme ein M > 0 und ein R > 0 so
dass x > R = |[g(z)| < M|h(z)|. Sei nun e > 0. Wir setzen € = ;. Da
f(x) = o(g(z)), gibt es ein R’ > 0 so dass fur > R auch |f(x)| < €'|g(x)|
gilt. Wir setzen nun R = max{R, R'}. Fiir z > R folgt damit

F@)| < €lg(a)| = +7l9(@)| < - MIh(@)| = elh(a)]

Da € > 0 beliebig war, folgt also f(z) = o(h(z)).
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iii) Wir verwenden die Teilaufgaben b.i) und a.iii) sowie die folgende Beobachutung:

Seien f,g,h : D — R Funktionen so dass f(x) = O(g(x)) und g(x) =
o(h(x)) fir x — xo oder x — oo. Dann ist f(x) = o(h(x)).

Beweis des Fualls x — oco: Es gibt per Annahme ein M > 0 und ein R > 0
so dass © > R = |[f(z)| < M|g(x)|. Sei e > 0 und schreibe ¢ = 7. Da
g(z) = o(h(x)), gibt es ein R' > 0 so dass x > R’ = |g(z)| < €|h(x)].
Wir setzen wiederum R = max{R, R’} und schliessen fiir z > R:

[f(z)] < Mlg(z)| < Mé'|h(z)| = e|h(z)].
Es folgt dass f(z) = o(h(x).
¢) i) Analog zu b.i)

ii) exp(xz) = 1+ o(1) folgt aus der Beobachtung dass exp(z) — 1 — 0 fur
z— 0.

Aufgabe 4. Sei a € R. Betrachte die Folge (z,,)52 definiert durch

n

Ty = VNt
Zeigen Sie, dass diese Folge konvergiert, und zwar gilt

lim vne =1.

n—oo

Losung. Sei a € R und z, = ¥/n® fir n > 1. Wir betrachten die Logarithmen

Yn = Inz, = ln(na/”) = % Inn.

1
Es gilt 200 fiir n— 00 (z.B. Aufgabe 3 b) (iii)). Daher folgt
n

yn:glnn—ﬂz'O:O.
n

Da die Exponentialfunktion stetig ist und exp(ln z;,) = x,,, erhalten wir
Ty = eV — ¥ = 1.
Somit ist die Folge (x,,) konvergent mit Grenzwert 1:

lim vne =1.

n—oo

Aufgabe 5. Fiir jedes n € N definieren wir die Folge von Funktionen

fn(:lj) — nx

m, fir x S [O, 1]
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(a) Zeigen Sie, dass (f,) auf [0, 1] punktweise konvergiert. Gegen welche Funktion
konvergiert sie punktweise?

(b) Zeigen Sie, dass die Konvergenz auf [0, 1] nicht gleichméaBig ist.

(c) Fixieren Sie nun m € N\ {0} und beschranken Sie sich auf die Menge E,, =

[%, 1] € [0,1]. Konvergiert (f,) auf jedem E,, gleichméBig gegen die konstante

Funktion 17 Begriinden Sie Ihre Antwort.
Losung.

(a) Fir z = 0 gilt f,,(0) = 0 fiir alle n, also f,,(0) — 0. Sei nun x € (0, 1] fest. Dann

nx
fnlz) = nr+1 — nx+1
Damit ist die punktweise Grenzfunktion

— 1.

(b) Losung 1: Wir zeigen, dass die Konvergenz nicht gleichméafig ist. Da (f,,) eine
Folge stetiger Funktionen auf [0, 1] ist, wére die Grenzfunktion f stetig, falls die
Konvergenz gleichméfig wére (nach Satz 3.83). Aus Teilaufgabe (a) wissen wir
jedoch, dass der Grenzwert f nicht stetig ist. Daher kann die Konvergenz nicht
gleichmafig sein.

Losung 2: Wir zeigen, dass keine gleichméaflige Konvergenz vorliegt. Sei ¢ = %

Fiir jedes n wéhlen wir x,, = % Dann

FR

sup [ful(@) = F(2)] = | fuln) — Flan)| = |[—g2— 5 >

z€]0,1]

Da dies fiir alle n gilt, kann die Supremum nicht kleiner als € werden. Also ist
die Konvergenz nicht gleichméfig auf [0, 1].

(c) Seim € N fixiert und x € E,, = [+, 1]. Dann gilt z > L, also

1 1 m
| fn(@)] nac—l—l_n-%—i—l n—+m
Damit
1| < — 0.
f’e%i'f”@) < e

Die Konvergenz auf E,, ist also fiir jedes feste m gleichméfig.
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Aufgabe 6.
(a) Sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen auf [0,1]. Sei (zp)nen C [0, 1],
(Yn)nen C [0, 1] zwei Folgen von Punkten im Definitionsbereich, so dass

frnlzn) = max} fn(x),

z€[0,1
fn(yn) = R fa(2).
Angenommen (f,,) konvergiert gleichméflig gegen eine Grenzfunktion f, und die
Grenzwerte der Folgen existieren und stimmen iiberein, also

lim z, = lim y,.
n—oo n—oo

Zeigen Sie, dass die Grenzfunktion f konstant ist.

(b) Zeigen Sie, dass in Teil (a) die gleichméBige Konvergenz nicht durch punktweise
Konvergenz ersetzt werden kann. Das heifit: Geben Sie ein Beispiel einer Folge
von Funktionen (gy,) und ihres punktweisen (nicht gleichméfiigen) Grenzwertes
g, die die Voraussetzungen aus (a) erfiillen, aber so dass ¢g nicht konstant ist.

Losung.

(a) Wir zeigen zuerst, dass lim,_,o fn(z,) = f(2) gilt, wobei z = lim;,, 00 . Aus
der gleichméaBigen Konvergenz von (f,,) gegen f sowie der Stetigkeit aller f,
folgt insbesondere, dass auch f stetig ist. Daher gilt:

1£(2) = fal@n)| < [f(2) = f(@n)| + [f(@n) = falzn)) (1)
<|[f(2) = f(@n)| + sup |f(z) = fu(z)] (2)

z€(0,1]
— 0 (3)

fiir n — oo, da beide Terme auf der rechten Seite gegen 0 gehen (der erste wegen
der Stetigkeit von f, der zweite wegen der gleichméfigen Konvergenz). Folglich
gilt limp o0 fr(zn) = f(2).

Nun zeigen wir, dass f sein Maximum in z annimmt. Sei € > 0 beliebig. Aus
dem obigen Ergebnis folgt, dass es ein N1 € N gibt mit

f(z)+5>fn($n):t1él[6a}1(]fn(t) > fu(z) Vn > Ny, z € [0,1]. (4)

Weiterhin liefert die gleichméfige Konvergenz von (f,) gegen f ein Ny € N mit

fn(z) +e> f(z) Vn > Na, x € [0, 1]. (5)
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Mit N := max{Ny, Ny} folgt nun aus (4) und (5), dass fir alle n > N gilt:
f(2) +2e > fulen) +€ 2 fulx) +e> f(x)  Veel01]. (6)

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt
f(z) =z f(z)  Vzel0,1]. (7)

Somit nimmt f sein Maximum in z an, da f stetig ist (als gleichméBiger
Grenzwert stetiger Funktionen) und das Intervall [0, 1] kompakt ist. Analog
zeigt man, dass f auch sein Minimum in z annimmt. Daraus folgt, dass f
konstant ist.

(b) Gegenbeispiel bei nur punktweiser Konvergenz. Definiere auf [0, 1] die Folge (gn)
(fiir n > 3) durch

0, 0<z<3,
In(z) = n(x—é), %<x<%+%,
1, F+i<z<l

Die punktweise Grenzfunktion ¢ : [0,1] — R fiir n — oo ist

Aus der Definition folgt, dass jedes g, stetig ist. Beachte aulerdem, dass g
nicht stetig und insbesondere nicht konstant ist. Da der gleichméBige Grenzwert
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stetiger Funktionen wieder stetig ist (Satz 3.83), kann die Konvergenz g, — ¢
nicht gleichméfig sein, sondern nur punktweise.

Wir definieren die Punktfolgen im Definitionsbereich

1 1 1
Un =5 und xn::§—i—ﬁ.

Dann gilt limy, y00 Ty, = limy 00 Y = % AuBerdem ist f(y,) = 0, also das
Minimum von f,, und f(z,) = 1, also das Maximum von f,, fir alle n € N.

Aufgabe 7. Sei (ay,)32, eine Folge reeller Zahlen mit 0 < a,, so dass Y ;- an
konvergiert. Zeigen Sie, dass dann auch > ;2 \/? konvergiert.

Losung. Wir benutzen, dass aus der Ungleichung (¢ — d)? > 0 fiir alle ¢, d € R folgt,
dass cd < CQ‘ng. Mit ¢ = /a,, und d = % erhalten wir

Van  ap 1
< =4+ —=b
n — 2 + 2n2 "
Wir konnen abschétzen
o o o
Van an 1
0< < — — < 00,
- Z no- Z 2 " Z on? =
n=1 n=1 n=1

und sowohl Y772 a,, als auch 377 5 konvergieren. Wir schlieBen mit dem Majoran-
tenkriterium, dass

konvergiert.



