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Aufgabe 1. Sei D ⊂ R eine Teilmenge. Eine Funktion f : D → R heisst Lipschitz-
stetig, falls ein L ≥ 0 existiert, so dass |f(x) − f(y)| ≤ L|x − y| für alle x, y ∈ D
gilt.

a) Zeigen Sie, dass eine Lipschitz-stetige Funktion auch gleichmässig stetig ist.

b) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion [0, 1] → R, gegeben durch x 7→
√

x zwar
gleichmässig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist.

c) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion [1, ∞) → R Lipschitz-stetig und gleichmässig
stetig ist.

Lösung.

a) Sei f : D → R eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante L ≥ 0.
Dann können wir für jedes ϵ > 0 global (unabhängig von x ∈ D) ein δ > 0
wählen, so dass |x − y| < δ die Ungleichung |f(x) − f(y)| < ϵ für alle x, y ∈ D
impliziert. Wähle dazu δ = ϵ

L . Dann folgt in der Tat durch die Lipschitz
Bedingung, dass mit |x − y| < δ die Abschätzung

|f(x) − f(y)| ≤ L|x − y| < L
ϵ

L
= ϵ

gilt.

b) Nicht Lipschitz-stetig: Sei y = 0. Falls die Wurzelfunktion Lipschitz ist, dann
gibt es ein L ≥ 0, so dass für alle x ∈ (0, 1] gilt, dass

√
x = |

√
x −

√
0| ≤ L|x − 0| = Lx.

Doch aus
√

x < Lx folgt x < L2x2 für alle x ∈ (0, 1]. Weil wir x ≠ 0 betrachten,
können wir durch x2 teilen und erhalten 1

x < L2 für alle x ∈ (0, 1]. Doch 1
x

kann beliebig gross für x ∈ (0, 2] werden. Darum kann es kein solches L geben.
Gleichmässig stetig: Haben wir schon in Aufgabe 7a) von Übungsserie 5 gesehen.

c) Lipschitz stetig: Wir behaupten, dass L = 1 eine mögliche Lipschitz-Konstante
für die Wurzelfunktion [1, ∞) → R ist . In der Tat haben wir, dass1

∣∣√x − √
y

∣∣ = |x − y|∣∣√x + √
y

∣∣ ≤ |x − y|

gilt, da
√

x + √
y ≥ 1. Gleichmässige Stetigkeit folgt mit Teilaufgabe a) aus

Lipschitz-Stetigkeit.

Aufgabe 2. Sei a ∈ R. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
1Wir schreiben x − y = (

√
x − √

y)(
√

x + √
y) und nehmen den Absolutbetrag auf beiden Seiten.
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a) limx→2
x3−x2−x−2

x−2 ,

b) limx→∞
3e2x+ex+1

2e2x−1 ,

c) limx→∞
ex

xa ,

d) limx→∞
log(x)

xa .

Wählen Sie dabei in jedem Fall einen geeigneten Definitionsbereich, auf dem die
angegebene Formel eine Funktion definiert.

Lösung.

a) Wenn x = 2 ist, dann ist der Ausdruck x3−x2−x−2
x−2 = 0

0 nicht wohldefiniert. Weil
x = 2 eine Nullstelle von x3 − x2 − x − 2 ist, faktorisieren wir

x3 − x2 − x − 2 = (x − 2)(x2 + x + 1).

Somit gilt x3−x2−x−2
x−2 = x2 + x + 1. Dann ist

lim
x→2

x3 − x2 − x − 2
x − 2 = lim

x→2
x2 + x + 1 = 22 + 2 + 1 = 7,

da die Funktion x 7→ x2 + x + 1 stetig ist.

b) Der Nenner 2e2x = 1 verschwindet für ein eindeutiges x0 = 1
2 log

(
1
2

)
∈ R. Für

x grösser als x0 verschwindet der Nenner 2e2x − 1 also nicht, da e2x streng
monoton wachsend ist.
Wir beweisen lim

x→∞
3e2x+ex+1

2e2x−1 = 3
2 . Zuerst formen wir um:

3e2x + ex + 1
2e2x − 1 =

3
2(2e2x − 1) + ex + 5

2
2e2x − 1 = 3

2 +
ex + 5

2
2e2x − 1 .

Es reicht nun zu zeigen, dass lim
x→∞

ex+ 5
2

2e2x−1 = 0 ist. In der Tat ist für x > x0:∣∣∣∣∣ ex + 5
2

2e2x − 1

∣∣∣∣∣ =
ex + 5

2
2e2x − 1 = ex

2e2x − 1 +
5
2

2e2x − 1 .

Der zweite Term kann beliebig klein gemacht werden, da der Zähler konstant
bleibt und der Nenner 2e2x − 1 beliebig gross sein kann. Der erste Term kann
umgeschrieben werden als

ex

2e2x − 1 = 1
2ex − e−x
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Doch e−x ist kleiner als 1 für x > 0 und 2ex kann beliebig gross sein.

Somit ist lim
x→∞

3e2x+ex+1
2e2x−1 = 3

2 .

c) Der Ausdruck ex

xa ist definiert für x > 0. Wir nehmen nun ein n ∈ N so dass
n > a. Von Korollar 3.47 erhalten wir für x > 1 dass

ex ≥
(

1 + x

n

)n

≥ xn

nn
.

Wir erhalten also
ex

xa
≥ xn

nnxa
= xn−a

nn
,

wobei xn−a = e(n−a) log x beliebig gross sein kann für x → ∞. Somit schliessen
wir lim

x→∞
ex

xa = ∞.

d) Der Ausdruck log x
xa ist definiert für x > 0. Wir unterscheiden zwei Fälle für die

Berechnung des Grenzwertes. a ≤ 0: Wir beweisen lim
x→∞

log x
xa = ∞. Für alle

x ≥ 1, erhalten wir 1
xa ≥ 1. Dann gilt

log x

xa
≥ log x.

Da log x unbeschränkt mit x wächst, schliessen wir lim
x→∞

log x
xa = ∞.

a > 0: Wir beweisen lim
x→∞

log(x)
xa = 0. Wir können x = e

y
a ersetzen, denn dann

geht mit x auch y nach unendlich und umgekehrt (beachte, dass dies a > 0
benutzt). Wir erhalten

lim
x→∞

log(x)
xa

= lim
y→∞

log(e
y
a )

(e
y
a )a

= lim
y→∞

y

ey
= 0,

wovei wir den letzten Grenzwert schon in c) berechnet haben (mit a = 1 und
dem reziproken Grenzwert limy→∞

ey

y .

Aufgabe 3.

a) Zeigen Sie die folgenden Grössenordnungen für x → ∞:

i) 2x3 + 3x2 = O(x3)

ii) xp = O(exp(x)) für jede natürliche Zahl p > 0
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iii) log(x) = O(x
1
p ) für jede natürliche Zahl p > 0

b) Zeigen Sie die folgenden Grössenordnungen für x → ∞:

i) xp = o(xq) für natürliche Zahlen 0 < p < q

ii) xp = o(exp(x)) für alle natürlichen Zahlen p > 0

iii) log(x) = o(xp) für alle natürlichen Zahlen p > 0

c) Zeigen Sie die folgenden Grössenordnungen für x → 0:

i) xq = o(xp) für alle natürlichen Zahlen 0 < p < q

ii) exp(x) = 1 + o(1)

Lösung.

a) i) Wir betrachten R = 1 und M = 5 (gemäß der Notation in Definition 3.67):
Für x > 1, haben wir x3 > x2, somit

2x3 + 3x2 < 2x3 + 3x3 = 5x3

und das Resultat folgt.

ii) Wir betrachten R = 0 und M = pp: Für alle x > 0, gilt mit Korollar 3.47
xp

pp
=

(
x

p

)p

<

(
1 + x

p

)p

≤ exp(x).

Daher auch xp ≤ pp exp(x) und das Resultat folgt.

iii) Ersetzen Sie x mit log(x) in Teilaufgabe ii) und ziehen Sie die p-te Wurzel.

b) i) Wir verwenden die äquivalente Formulierung analog zu derjenigen nach
Definition 3.66 und sehen dass xp

xq = xp−q → 0 für x → ∞ da p − q < 0.

ii) Wir kombinieren Resultate die wir bereits gezeigt haben, nämlich xp = o(xq)
und xq = O(exp(x)) mit der folgenden Beobachtung:

Seien f, g, h : D → R Funktionen so dass f(x) = o(g(x)) und g(x) =
O(h(x)) für x → x0 oder x → ∞. Dann ist f(x) = o(h(x)).

Beweis des Falls x → ∞: Es gibt per Annahme ein M > 0 und ein R > 0 so
dass x > R =⇒ |g(x)| < M |h(x)|. Sei nun ϵ > 0. Wir setzen ϵ′ = ϵ

M . Da
f(x) = o(g(x)), gibt es ein R′ > 0 so dass für x > R′ auch |f(x)| ≤ ϵ′|g(x)|
gilt. Wir setzen nun R̃ = max{R, R′}. Für x > R̃ folgt damit

|f(x)| ≤ ϵ′|g(x)| = ϵ

M
|g(x)| ≤ ϵ

M
M |h(x)| = ϵ|h(x)|.

Da ϵ > 0 beliebig war, folgt also f(x) = o(h(x)).
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iii) Wir verwenden die Teilaufgaben b.i) und a.iii) sowie die folgende Beobachutung:

Seien f, g, h : D → R Funktionen so dass f(x) = O(g(x)) und g(x) =
o(h(x)) für x → x0 oder x → ∞. Dann ist f(x) = o(h(x)).

Beweis des Falls x → ∞: Es gibt per Annahme ein M > 0 und ein R > 0
so dass x > R =⇒ |f(x)| ≤ M |g(x)|. Sei ϵ > 0 und schreibe ϵ′ = ϵ

M . Da
g(x) = o(h(x)), gibt es ein R′ > 0 so dass x > R′ =⇒ |g(x)| ≤ ϵ′|h(x)|.
Wir setzen wiederum R̃ = max{R, R′} und schliessen für x > R̃:

|f(x)| ≤ M |g(x)| ≤ Mϵ′|h(x)| = ϵ|h(x)|.

Es folgt dass f(x) = o(h(x).

c) i) Analog zu b.i)

ii) exp(x) = 1 + o(1) folgt aus der Beobachtung dass exp(x) − 1 → 0 für
x → 0.

Aufgabe 4. Sei a ∈ R. Betrachte die Folge (xn)∞
n=1 definiert durch

xn = n
√

na.

Zeigen Sie, dass diese Folge konvergiert, und zwar gilt

lim
n→∞

n
√

na = 1.

Lösung. Sei a ∈ R und xn = n
√

na für n ≥ 1. Wir betrachten die Logarithmen

yn := ln xn = ln
(
na/n)

= a

n
ln n.

Es gilt ln n

n
→ 0 für n → ∞ (z. B. Aufgabe 3 b) (iii)). Daher folgt

yn = a

n
ln n −→ a · 0 = 0.

Da die Exponentialfunktion stetig ist und exp(ln xn) = xn, erhalten wir

xn = eyn −→ e0 = 1.

Somit ist die Folge (xn) konvergent mit Grenzwert 1:

lim
n→∞

n
√

na = 1.

Aufgabe 5. Für jedes n ∈ N definieren wir die Folge von Funktionen

fn(x) := nx

nx + 1 , für x ∈ [0, 1].
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(a) Zeigen Sie, dass (fn) auf [0, 1] punktweise konvergiert. Gegen welche Funktion
konvergiert sie punktweise?

(b) Zeigen Sie, dass die Konvergenz auf [0, 1] nicht gleichmäßig ist.

(c) Fixieren Sie nun m ∈ N \ {0} und beschränken Sie sich auf die Menge Em =[ 1
m , 1

]
⊂ [0, 1]. Konvergiert (fn) auf jedem Em gleichmäßig gegen die konstante

Funktion 1? Begründen Sie Ihre Antwort.

Lösung.

(a) Für x = 0 gilt fn(0) = 0 für alle n, also fn(0) → 0. Sei nun x ∈ (0, 1] fest. Dann

fn(x) = nx

nx + 1 = 1 − 1
nx + 1 −→ 1.

Damit ist die punktweise Grenzfunktion

f(x) =
{

0, x = 0,

1, x ∈ (0, 1].

(b) Lösung 1: Wir zeigen, dass die Konvergenz nicht gleichmäßig ist. Da (fn) eine
Folge stetiger Funktionen auf [0, 1] ist, wäre die Grenzfunktion f stetig, falls die
Konvergenz gleichmäßig wäre (nach Satz 3.83). Aus Teilaufgabe (a) wissen wir
jedoch, dass der Grenzwert f nicht stetig ist. Daher kann die Konvergenz nicht
gleichmäßig sein.

Lösung 2: Wir zeigen, dass keine gleichmäßige Konvergenz vorliegt. Sei ε = 1
2 .

Für jedes n wählen wir xn = 1
n . Dann

sup
x∈[0,1]

|fn(x) − f(x)| ≥ |fn(xn) − f(xn)| =
∣∣∣∣∣ n · 1

n

n · 1
n + 1

− 1
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1
2 − 1

∣∣∣∣ = 1
2 = ε.

Da dies für alle n gilt, kann die Supremum nicht kleiner als ε werden. Also ist
die Konvergenz nicht gleichmäßig auf [0, 1].

(c) Sei m ∈ N fixiert und x ∈ Em = [ 1
m , 1]. Dann gilt x ≥ 1

m , also

|1 − fn(x)| = 1
nx + 1 ≤ 1

n · 1
m + 1

= m

n + m
.

Damit
sup

x∈Em

|fn(x) − 1| ≤ m

n + m
−−−→
n→∞

0.

Die Konvergenz auf Em ist also für jedes feste m gleichmäßig.
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Aufgabe 6.

(a) Sei (fn)n∈N eine Folge stetiger Funktionen auf [0, 1]. Sei (xn)n∈N ⊆ [0, 1],
(yn)n∈N ⊆ [0, 1] zwei Folgen von Punkten im Definitionsbereich, so dass

fn(xn) = max
x∈[0,1]

fn(x),

fn(yn) = min
x∈[0,1]

fn(x).

Angenommen (fn) konvergiert gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion f , und die
Grenzwerte der Folgen existieren und stimmen überein, also

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn.

Zeigen Sie, dass die Grenzfunktion f konstant ist.

(b) Zeigen Sie, dass in Teil (a) die gleichmäßige Konvergenz nicht durch punktweise
Konvergenz ersetzt werden kann. Das heißt: Geben Sie ein Beispiel einer Folge
von Funktionen (gn) und ihres punktweisen (nicht gleichmäßigen) Grenzwertes
g, die die Voraussetzungen aus (a) erfüllen, aber so dass g nicht konstant ist.

Lösung.

(a) Wir zeigen zuerst, dass limn→∞ fn(xn) = f(z) gilt, wobei z = limn→∞ xn. Aus
der gleichmäßigen Konvergenz von (fn) gegen f sowie der Stetigkeit aller fn

folgt insbesondere, dass auch f stetig ist. Daher gilt:

|f(z) − fn(xn)| ≤ |f(z) − f(xn)| + |f(xn) − fn(xn)| (1)
≤ |f(z) − f(xn)| + sup

x∈[0,1]
|f(x) − fn(x)| (2)

→ 0 (3)

für n → ∞, da beide Terme auf der rechten Seite gegen 0 gehen (der erste wegen
der Stetigkeit von f , der zweite wegen der gleichmäßigen Konvergenz). Folglich
gilt limn→∞ fn(xn) = f(z).

Nun zeigen wir, dass f sein Maximum in z annimmt. Sei ε > 0 beliebig. Aus
dem obigen Ergebnis folgt, dass es ein N1 ∈ N gibt mit

f(z) + ε > fn(xn) = max
t∈[0,1]

fn(t) ≥ fn(x) ∀n ≥ N1, x ∈ [0, 1]. (4)

Weiterhin liefert die gleichmäßige Konvergenz von (fn) gegen f ein N2 ∈ N mit

fn(x) + ε > f(x) ∀n ≥ N2, x ∈ [0, 1]. (5)

7



d-math
Prof. Alessio Figalli

Analysis I: one Variable
Lösungsblatt 6

ETH Zürich
HS 2025

Mit N := max{N1, N2} folgt nun aus (4) und (5), dass für alle n ≥ N gilt:

f(z) + 2ε > fn(xn) + ε ≥ fn(x) + ε > f(x) ∀x ∈ [0, 1]. (6)

Da ε > 0 beliebig war, folgt

f(z) ≥ f(x) ∀x ∈ [0, 1]. (7)

Somit nimmt f sein Maximum in z an, da f stetig ist (als gleichmäßiger
Grenzwert stetiger Funktionen) und das Intervall [0, 1] kompakt ist. Analog
zeigt man, dass f auch sein Minimum in z annimmt. Daraus folgt, dass f
konstant ist.

(b) Gegenbeispiel bei nur punktweiser Konvergenz. Definiere auf [0, 1] die Folge (gn)
(für n ≥ 3) durch

gn(x) :=


0, 0 ≤ x ≤ 1

2 ,

n
(
x − 1

2

)
, 1

2 < x < 1
2 + 1

n ,

1, 1
2 + 1

n ≤ x ≤ 1.

Die punktweise Grenzfunktion g : [0, 1] → R für n → ∞ ist

x

gn(x)

1
2

1
2 + 1

n
0 1

1

g(x) =
{

0, 0 ≤ x ≤ 1
2 ,

1, 1
2 ≤ x ≤ 1.

Aus der Definition folgt, dass jedes gn stetig ist. Beachte außerdem, dass g
nicht stetig und insbesondere nicht konstant ist. Da der gleichmäßige Grenzwert
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stetiger Funktionen wieder stetig ist (Satz 3.83), kann die Konvergenz gn → g
nicht gleichmäßig sein, sondern nur punktweise.

Wir definieren die Punktfolgen im Definitionsbereich

yn := 1
2 und xn := 1

2 + 1
n

.

Dann gilt limn→∞ xn = limn→∞ yn = 1
2 . Außerdem ist f(yn) = 0, also das

Minimum von fn, und f(xn) = 1, also das Maximum von fn, für alle n ∈ N.

Aufgabe 7. Sei (an)∞
n=0 eine Folge reeller Zahlen mit 0 ≤ an, so dass

∑∞
n=0 an

konvergiert. Zeigen Sie, dass dann auch
∑∞

n=1
√

an

n konvergiert.

Lösung. Wir benutzen, dass aus der Ungleichung (c − d)2 ≥ 0 für alle c, d ∈ R folgt,
dass cd ≤ c2+d2

2 . Mit c = √
an und d = 1

n erhalten wir

√
an

n
≤ an

2 + 1
2n2 =: bn.

Wir können abschätzen

0 ≤
∞∑

n=1

√
an

n
≤

∞∑
n=1

an

2 +
∞∑

n=1

1
2n2 < ∞,

und sowohl
∑∞

n=0 an als auch
∑∞

n=0
1

n2 konvergieren. Wir schließen mit dem Majoran-
tenkriterium, dass

∞∑
n=1

√
an

n

konvergiert.
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