D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Ubungsblatt 7 HS 2025

Aufgabe 1. (Alte Prifungsaufgaben)
a) Zeigen Sie, dass Y22 ;27 = 3-

b) Konvergiert die folgende Reihe? Konvergiert sie absolut?

Z Fg
Nennen Sie die Konvergenzsitze mit Namen, die Sie verwenden.

c) Berechnen Sie den Konvergenzradius der Reihe
s 2
x4 4zt 4+ 92% 4 16210 + .. = ZnQ:E"

Falls Sie dabei ein Resultat iiber Konvergenzradien aus der Vorlesung benutzen,
so schreiben Sie die vollstdndige Aussage dieses Resultats auf.

Losung.

a) Wir bemerken zuniichst, dass 4k? — 1 = (2k — 1)(2k + 1). Mit Partialbruchzer-
legung oder raten erhalten wir, dass

1 _1( 1 1 >
a2 -1 2\2k—1 2k+1)°
Wir betrachten die Partialsummen
L 1 1 & 1 1
S"'_];4k2—1_2,§(2k—1 2k+1>
( +1 1+ " 1 1 )
5 77 2n—1 2n+1

(1 M)

wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass wir eine Teleskopsumme erhalten.
Nun betrachten wir den Limes n — oo der Partialsummen und erhalten

N — N —

> 1

. 1
LEo T Ty

was zu zeigen war.
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b) Sie konvergiert nach dem Leibnitzkriterium, da a, = ﬁ monoton fallend ist
und gegen Null strebt. Sie konvergiert aber nicht absolut, da

Sl =3 g3

Die harmonische Reihe konvergiert nicht. Nach dem Majorantenkriterium,
divergiert darum auch

S
c) Hier sind die Koeffizienten der Reihe

{n falls n ein Quadrat ist,
ap =

0 sonst,

somit ist der Konvergenzradius

1
R=———=1.
lim;, 00 /1

Aufgabe 2. Sei s > 1 eine reelle Zahl. Verwenden Sie den Cauchy-Kondensations-
Test, um zu zeigen, dass die Reihe

i 1
=, nlogn [loglogn|*

konvergiert.

Losung. Setze
1
= > 3.
" nlogn[loglogn]s’ "=

Dann gilt a,, > 0 fiir alle n > 3 und (a,) ist monoton fallend. Nach dem Cauchy-
Kondensationstest gilt

o0 [e.9]
Z an konvergiert <= Z 2ka2k konvergiert.
n=3 k=1

Wir berechnen

ok 1

2k : — = .
42t = ok log(2%)[loglog(2k)]s  klog?2 [log(klog?2)]
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Es existiert ein kg, so dass fir alle k > kg gilt

1
log(klog2) =log k + loglog2 > 3 log k,

also fur k > kg
1 1 28 1

Damit ist die kondensierte Reihe nach oben beschrankt durch ein konstantes Vielfaches
von
e 1

];::2 k(logk)s

1
Wenden wir den Cauchy-Kondensationstest erneut auf ¢, = T~ Al

k(log k)

. om 1
2" com = = s
2™ (mlog2)®  (log2)*m?

dies ist also der allgemeine Term eines konstanten Vielfachen der Reihe }°, - #
fiir s > 1, welche konvergiert (siche Beispiel 4.14 in den Vorlesungsnotizen). Also
konvergiert > 72 5 ¢k, und daher konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch die
kondensierte Reihe 3252 ; 2¥a,x. Nach dem Kondensationstest konvergiert somit auch
die urspriingliche Reihe.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen reeller Zahlen konvergieren, und
berechnen Sie die Grenzwerte.

a) Yoo, fir eine reelle Zahl x € R mit |z|<1,

00 (71)n2n—1+1
b) n=1 3n

) Yoy ww fiir k €N,

d) ’?LOZO %7
2
(o) n
e) n=0 5n*
Losung.
a) Es gilt
(o%e) n 1
. . 1l—ant
Zx": lim Zl‘k: lim ———.
n—00 n—oo | — g
n=0 k=0
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Weil |z| < 1 ist, gilt lim 2™ = 0. Somit folgt
n—oo

1_xn+1 1
lim = .
n—oo 11—z  1l—ug

o0
Die Reihe > x™ konvergiert also mit Grenzwert ﬁ
n=0

b) Wir formen zuerst um:

(—pmnt41 1 <—2>” 1

—I—Sn.

3n 2

3

Wie in a) haben wir zwei geometrische Reihen, da _?2 und % beide Betrag kleiner
als 1 haben. Darum folgt:

°°()”2"1+11 <> °°1_1 1 1 3 3 18
HEZ:O 3n Z 03n_21—%2+1_§ 072710

Weil in der Aufgabenstellung die Summe erst bei n = 1 beginnt, ziehen wir noch
den Term % fiir n = 0 ab. Wir erhalten also

i nm2nt4+1 18 3 3
— 10 2 10
c) Weil % < 1 ist, bekommen wir wieder mit der geometrischen Reihe

> 1 1 1

Z5n:5k25n:57k'1_%:4.5k—1'

d) Die Reihe konvergiert: Wir haben, dass g < 2% fiir alle n € N gilt. Tatsédchlich

DRGNS
2) = p) = TR on

durch die Bernoulli-Ungleichung. Weil Z = konvergiert, und alle Summanden

erhalten wir

positiv sind, konvergiert auch Z s+ mit dem Majorantenkriterium.
n=0

Um den Wert der Reihe zu berechnen, setzen wir S = Z 5w Dann ist
n=0
> n = n n+1 5
58:2:0571—12221571—1:2: =5+ 2571_ Z’
n= n=

n=0
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wobei wir wieder die geometrische Reihe verwendet haben. Aus 55 = S + g
erhalten wir

5
S=—.
16
e) Die Reihe konvergiert: Wir haben, dass g—j < 2% fiir alle n € N gilt. Tatsédchlich
gilt
3\ & (n)/3\F_ . 3 1 9 9? 9 3 )
1+=-) = -] >1+=-n+- —1)-=——-—-n+-n+1 .
( " 2) ,; (k:) (2> 2 Lrgnignn =)y =g —gntgnti>n

o0
Wie in ¢) folgt, dass Zo g—j konvergiert.
n=

~ [e.e]
Um den Wert der Reihe zu berechnen, setzen wir S = > g—i Mit demselben
n=0
Trick wie in c) erhalten wir

~ 2 2 00(n+1)2 0 2 S < 4 N 5
55 = 20571—1 - Zl -1 ZOT = 2057—'_22057—’—2057 = S—l-QS—i-Z.

Aus 55 = S + 2% + g erhalten wir

- 15
S=_
32

Aufgabe 4. Sei (ay)52, eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen die gegen 0 kon-
vergiert. Wir definieren

H (1+a,) = Jim H(l + ag)
n=0 k=0

im gleichen Sinn wie auch Reihen. Zeigen Sie:
[e.e] [e.e]
Z an konvergiert <—- H (1 + ay) konvergiert, mit Grenzwert # 0.
n=0 n=0

Hinweis: Beweisen und benutzen Sie, dass %x <log(1+ z) < x fur geniigend kleine
WS RZO gﬂt.

Losung. Weil exp(z) > 1 + « fiir alle z € R und log : Ryg — R monoton wachsend
ist, gilt log(exp(z)) > log(l 4+ x) <= = > log(l + z). Ausserdem haben wir

L ok 0 .k
1o
e =D ToF <23
k=0 k=0
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x
Wenn z € [0, 1] ist, gilt ;;o 28 = 52 =1+ 5% < 1+ 2. Somit folgt

T<l+4uxz

und wir erhalten .
5% = log(l+z) <z

Falls nun die Folge (ay)22, gegen Null strebt, gibt es ein N € N mit, so dass 0 < a,, < 1
fir alle n > N. Somit gilt

1
ian < log(l + an) <an

fiir alle n > N. Wir summieren diese Ungleichungen und erhalten

n

—Z Z g(1+ ag) logH(l—i-ak)g Zak.
k=N k=N

k=N k=N

l\')

Wenn n — oo strebt, folgt die gewiinschte Aussage.

Aufgabe 5. Entscheiden Sie, welche der folgenden Reihen konvergieren.

> n o L S
! nz:%nul 2 v Zl n? Y ;WV
o0 oo 1 oo
) > log(nt) Zlog(n ZW b)Y log (1+ %)
n=1 n=2 n=1
Losung.

a) Divergiert Durch die Indexverschiebung n = m — 1, wollen wir die Reihe

.1 (CES)ES] ) 7 analysieren. Sei a,, = % Doch dann ist a,, = #_77{0—%2 >
mol — % — % =: b, weil m > 1 ist. Dle Reihe Y07, by, konvergiert aber
mcht da > oo_ 2 konvergiert aber Y >, m, die harmonische Reihe, divergiert.
Aus 0 < by, S ap, folgt aus dem Majorantenkriterium, dass Y .-_; @y, nicht
konvergiert.

b) Konvergiert: Wir priifen das Leibnizkriterium: Sei (a,) die Folge definiert durch
— 1 ;
an = 7 Es gilt

o lim,_yoo ﬁ =0

e a, >0
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o ap > apt1, da aus /n < /n+ 1 die Ungleichung ﬁ > \/ﬁ folgt.
Darum konvergiert die Reihe.

c) Konvergiert: Weil 07, % konvergiert, konvergiert die in der Aufgabe gegebene
Reihe sogar absolut.

d) Konvergiert: Fiir n > 1 haben wir n! > n. Darum ist L < L Mit dem
(n!) n

Majorantenkriterium konvergiert die Reihe.

e) Divergiert: Wir nutzen, dass log(st) = log(s) + log(t) fir s,t > 0 gilt . Darum
haben wir fiir N € N eine Teleskopsumme

N N
Z log (n + 1> = Z(log(n +1) —log(n)) = log(N + 1) — log 1.
n=1 n=1

WEeil log unbeschréinkt wachst, divergiert die Summe fiir N — oo.

f) Konvergiert: Wir nutzen das Wurzelkriterium. Sei a,, = ". Dann kon-

W log log

gegen 0 (da log unbeschrankt ist). Darum konverglert die Reihe.

1
log(n)
vergiert

g) Konvergiert: Nach dem Majorantenkriterium, der Abschétzung m < %
o
1
und der Konvergenz der Summe Z —
n=2

h) Konvergiert: Wir schitzen ab: 0 < log(1 + #) < n—lg durch die Abschéitzung von
Aufgabe 4. Da die Reihe Y 07 n% konvergiert, konvergiert auch die urspriingliche
Reihe.

Aufgabe 6. (Schwer)

a) Berechnen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe

Z \/n2+n—\/n2+1) "

€T .
n

b) Zeigen Sie Konvergenz der Potenzreihe bei den Punkten —R, R € R.

Losung.
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a) Wir benutzen das Wurzelkriterium. Sei p = limsup,,_,,, {/|an|. Somit gilt

, \/2+n—\/n2+1
p = limsup

n—00 712/"

Wir kénnen die Grenzwerte des Nenners und des Zéahlers separat berechnen
(falls sie konvergieren). Konkret ist

IR SRR 12 . 2
nggo n2/n nggo nl/n n1~>oo nl/n ’
wobei wir die Stetigkeit von z +— 22 verwendet haben. Ausserdem gilt

lim —— = lim 2* =1,
n—00 nl/" z—0
wenn wir  — 0 betrachten. (Die Aussage' lin% 2* = 1 stimmt fiir jede Folge
T—>

x = (x,) — 0, also auch fiir z,, = %)

Im Nenner vn2 + n — v/n2 + 1 wollen wir die Differenz Von Wurzeln in eine
Addition verwandeln. Dazu benutzen wir den Trick: (a—b) = ® und erhalten

+b

n—1
VnZ+n+vn?+1

VnZ+n—vn2+1=

—1 . . .
Der Term Ny verschwindet fiir n — o0o. Der andere Term kann wie
folgt umgeformt werden:

n

" |
\/n2+n+\/n2+1in\/1+%+\/1+#7\/1+%+\/1+n712.
1

Durch Stetigkeit der vorkommenden Funktionen finden wir, dass die Terme -
und n—lz verschwinden, erhalten also

1 1
hm Vn24+n—+vn2+1= lim i

Daraus erhalten wir

Vn24+n—vn2+1 1 1 1
R TIN 2 2 1.2 =
p—hrrlnbup 3/ nhm —a/m hm \/n +n— \/n +1=1- 2 5"

Der Konvergenzradius ist somit R = % =2.

!Siehe Beispiel 3.64 (iii) im Skript.
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b) Wir iiberpriifen der Konvergenz der Potenzreihe bei R = 2 und —R = —2.

Wie oben gilt

(Vn2+n—vn2+1)" (n—1)"
n? (V2 tn+ V21

Mit der Abschitzung vn? +n 4+ v/n2 +1 > 2n und (”n;l) < 1 folgt

< .
n? — n? 2n AL

(\/n2+n\/n2+1)”<1(n1>” 1

Somit gilt

\/n2+n—\/n2+1 1 il |
Z )2n<22n :Zlﬁ<oo
n=1 n=

Also ist die Potenzreihe absolut konvergent fiir R = +2 ist.

Exercise 7. Wenn {a,} eine monoton fallende Folge positiver Terme ist und die
Reihe >°7° ;| a,, konvergiert, dann gilt

lim na, = 0.
n—oo

Losung. Sei (a,) eine positive, monoton fallende Folge und es gelte, dass die Reihe
Yoo ap konvergiert. Setze S, = Y p_; ar und S = limy, o0 Sy.

Fixiere n und setze m = |n/2|. Da (a,) monoton fallend ist, gilt
ap > ap, firk=m+1,...,n

Somit

Andererseits gilt

n
S k= Su— S < S — Sy —— 0,
m—00
k=m+1

da die Reihe konvergiert. Daher folgt

gan§5—5’m—>0,
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und damit
na, — 0.

Exercise 8.

a) Sei w = re? # 0. Zeigen Sie, dass die n-ten Wurzeln von w (d. h. die Lésungen
z € C der Gleichung z" = w) gegeben sind durch

0+2mk

{c/?e"( D )‘k:0,1,...,n—1}.

Insbesondere sind fiir w = 1 die n-ten Wurzeln
{e2™/m | k=0,1,...,n—1},

und werden die n-ten Einheitswurzeln genannt.
b) Zeigen Sie fiir jede ganze Zahl n > 2, dass

n—1

Z ei27rk:/n —0.

k=0
Veranschaulichen Sie diese Identitdt mit einer Skizze fir n = 2,3, 5.
Losung.

a) Schreibe w = re® mit r > 0 und § € R (Polarform). Gesucht sind alle z € C
mit 2" = w. Schreibe z = pe’? mit p > 0, ¢ € R. Dann

SN — pneimp _ TeiO'
Vergleich der Betridge und Argumente liefert

pt=r = p=3r, ny =6 (mod 2m)

0+ 2rk
f— SO: "

, ke{0,1,...,n—1}.
Damit ist die Losungsmenge
{Q/?ei(9+2”k)/" Ck=0,1,...,n— 1}.

Fir w=1ist r =1, # = 0 und man erhélt die n-ten Einheitswurzeln

{emk/n  E=0,1,...,n—1}.

10
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b) Setze w = €27/, Dann sind w* = €??™*/" die n-ten Einheitswurzeln. Fiir n > 2
ist w # 1, und die endliche geometrische Summe ergibt

n—1
Sk
k=0

1—w? 1-1
Yo —0.

1l—-w 1-w
Damit ist

n—1
Z ez27rk/n = 0.
k=0

Geometrische Veranschaulichung: Die Punkte 2™/ liegen als Ecken eines
regularen n-Ecks auf dem Einheitskreis und addieren sich vektoriell aufgrund
der Symmetrie zu 0.

11



