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Aufgabe 1. (Alte Prüfungsaufgaben)

a) Zeigen Sie, dass ∑∞
k=1

1
4k2−1 = 1

2 .

b) Konvergiert die folgende Reihe? Konvergiert sie absolut?
∞∑

n=2

(−1)n

√
n2 − 1

.

Nennen Sie die Konvergenzsätze mit Namen, die Sie verwenden.

c) Berechnen Sie den Konvergenzradius der Reihe

x + 4x4 + 9x9 + 16x16 + · · · =
∞∑

n=0
n2xn2

.

Falls Sie dabei ein Resultat über Konvergenzradien aus der Vorlesung benutzen,
so schreiben Sie die vollständige Aussage dieses Resultats auf.

Lösung.

a) Wir bemerken zunächst, dass 4k2 − 1 = (2k − 1)(2k + 1). Mit Partialbruchzer-
legung oder raten erhalten wir, dass

1
4k2 − 1 = 1

2

( 1
2k − 1 − 1

2k + 1

)
.

Wir betrachten die Partialsummen

sn :=
n∑

k=1

1
4k2 − 1 = 1

2

n∑
k=1

( 1
2k − 1 − 1

2k + 1

)
= 1

2

(
1 − 1

3 + 1
3 − 1

5 + 1
5 − 1

7 + . . . + 1
2n − 1 − 1

2n + 1

)
= 1

2

(
1 − 1

2n + 1

)
,

wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass wir eine Teleskopsumme erhalten.
Nun betrachten wir den Limes n → ∞ der Partialsummen und erhalten

∞∑
k=1

1
4k2 − 1 = lim

n→∞
sn = 1

2 ,

was zu zeigen war.
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b) Sie konvergiert nach dem Leibnitzkriterium, da an = 1√
n2−1 monoton fallend ist

und gegen Null strebt. Sie konvergiert aber nicht absolut, da
∞∑

n=2
|an| =

∞∑
n=2

1√
n2 − 1

≥
∞∑

n=2

1
n

.

Die harmonische Reihe konvergiert nicht. Nach dem Majorantenkriterium,
divergiert darum auch

∞∑
n=2

1√
n2 − 1

.

c) Hier sind die Koeffizienten der Reihe

an =
{

n falls n ein Quadrat ist,
0 sonst,

somit ist der Konvergenzradius

R = 1
limn→∞ n

√
n

= 1.

Aufgabe 2. Sei s > 1 eine reelle Zahl. Verwenden Sie den Cauchy-Kondensations-
Test, um zu zeigen, dass die Reihe

∞∑
n=20

1
n log n [log log n]s

konvergiert.

Lösung. Setze
an = 1

n log n [log log n]s , n ≥ 3.

Dann gilt an > 0 für alle n ≥ 3 und (an) ist monoton fallend. Nach dem Cauchy-
Kondensationstest gilt

∞∑
n=3

an konvergiert ⇐⇒
∞∑

k=1
2ka2k konvergiert.

Wir berechnen

2ka2k = 2k

2k log(2k)[log log(2k)]s = 1
k log 2 [log(k log 2)]s .
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Es existiert ein k0, so dass für alle k ≥ k0 gilt

log(k log 2) = log k + log log 2 ≥ 1
2 log k,

also für k ≥ k0

2ka2k ≤ 1
log 2 · 1

k [1
2 log k]s

= 2s

log 2 · 1
k(log k)s

.

Damit ist die kondensierte Reihe nach oben beschränkt durch ein konstantes Vielfaches
von ∞∑

k=2

1
k(log k)s

.

Wenden wir den Cauchy-Kondensationstest erneut auf ck = 1
k(log k)s

an:

2mc2m = 2m

2m (m log 2)s
= 1

(log 2)s ms
,

dies ist also der allgemeine Term eines konstanten Vielfachen der Reihe ∑n≥2
1

ns

für s > 1, welche konvergiert (siehe Beispiel 4.14 in den Vorlesungsnotizen). Also
konvergiert ∑∞

k=2 ck, und daher konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch die
kondensierte Reihe ∑∞

k=1 2ka2k . Nach dem Kondensationstest konvergiert somit auch
die ursprüngliche Reihe.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen reeller Zahlen konvergieren, und
berechnen Sie die Grenzwerte.

a) ∑∞
n=0 xn für eine reelle Zahl x ∈ R mit |x|<1,

b) ∑∞
n=1

(−1)n2n−1+1
3n

c) ∑∞
n=k

1
5n für k ∈ N,

d) ∑∞
n=0

n
5n ,

e) ∑∞
n=0

n2

5n .

Lösung.

a) Es gilt
∞∑

n=0
xn = lim

n→∞

n∑
k=0

xk = lim
n→∞

1 − xn+1

1 − x
.
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Weil |x| < 1 ist, gilt lim
n→∞

xn = 0. Somit folgt

lim
n→∞

1 − xn+1

1 − x
= 1

1 − x
.

Die Reihe
∞∑

n=0
xn konvergiert also mit Grenzwert 1

1−x .

b) Wir formen zuerst um:

(−1)n2n−1 + 1
3n

= 1
2

(−2
3

)n

+ 1
3n

.

Wie in a) haben wir zwei geometrische Reihen, da −2
3 und 1

3 beide Betrag kleiner
als 1 haben. Darum folgt:
∞∑

n=0

(−1)n2n−1 + 1
3n

= 1
2

∞∑
n=0

(−2
3

)n

+
∞∑

n=0

1
3n

= 1
2 · 1

1 − −2
3

+ 1
1 − 1

3
= 3

10+3
2 = 18

10 .

Weil in der Aufgabenstellung die Summe erst bei n = 1 beginnt, ziehen wir noch
den Term 3

2 für n = 0 ab. Wir erhalten also
∞∑

n=1

(−1)n2n−1 + 1
3n

= 18
10 − 3

2 = 3
10 .

c) Weil 1
5 < 1 ist, bekommen wir wieder mit der geometrischen Reihe

∞∑
n=k

1
5n

= 1
5k

∞∑
n=0

1
5n

= 1
5k

· 1
1 − 1

5
= 1

4 · 5k−1 .

d) Die Reihe konvergiert: Wir haben, dass n
5n ≤ 1

2n für alle n ∈ N gilt. Tatsächlich
erhalten wir (5

2

)n

=
(

1 + 3
2

)n

≥ 1 + 3
2n > n

durch die Bernoulli-Ungleichung. Weil
∞∑

n=0
1

2n konvergiert, und alle Summanden

positiv sind, konvergiert auch
∞∑

n=0
n
5n mit dem Majorantenkriterium.

Um den Wert der Reihe zu berechnen, setzen wir S =
∞∑

n=0
n
5n . Dann ist

5S =
∞∑

n=0

n

5n−1 =
∞∑

n=1

n

5n−1 =
∞∑

n=0

n + 1
5n

= S +
∞∑

n=0

1
5n

= S + 5
4 ,
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wobei wir wieder die geometrische Reihe verwendet haben. Aus 5S = S + 5
4

erhalten wir
S = 5

16 .

e) Die Reihe konvergiert: Wir haben, dass n2

5n ≤ 1
2n für alle n ∈ N gilt. Tatsächlich

gilt(
1 + 3

2

)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)(3
2

)k

≥ 1+ 3
2n+ 1

2(n(n−1))9
4 = 9n2

8 − 9
8n+ 3

2n+1 > n2.

Wie in c) folgt, dass
∞∑

n=0
n2

5n konvergiert.

Um den Wert der Reihe zu berechnen, setzen wir S̃ =
∞∑

n=0
n2

5n . Mit demselben
Trick wie in c) erhalten wir

5S̃ =
∞∑

n=0

n2

5n−1 =
∞∑

n=1

n2

5n−1 =
∞∑

n=0

(n + 1)2

5n
=

∞∑
n=0

n2

5n
+2

∞∑
n=0

n

5n
+

∞∑
n=0

1
5n

= S̃+2S+5
4 .

Aus 5S̃ = S̃ + 2 5
16 + 5

4 erhalten wir

S̃ = 15
32 .

Aufgabe 4. Sei (an)∞
n=0 eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen die gegen 0 kon-

vergiert. Wir definieren
∞∏

n=0
(1 + an) = lim

n→∞

n∏
k=0

(1 + ak)

im gleichen Sinn wie auch Reihen. Zeigen Sie:
∞∑

n=0
an konvergiert ⇐⇒

∞∏
n=0

(1 + an) konvergiert, mit Grenzwert ̸= 0.

Hinweis: Beweisen und benutzen Sie, dass 1
2x ≤ log(1 + x) ≤ x für genügend kleine

x ∈ R≥0 gilt.

Lösung. Weil exp(x) ≥ 1 + x für alle x ∈ R und log : R>0 → R monoton wachsend
ist, gilt log(exp(x)) ≥ log(1 + x) ⇐⇒ x ≥ log(1 + x). Ausserdem haben wir

e
1
2 x =

∞∑
k=0

xk

k!2k
≤

∞∑
k=0

xk

2k
.
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Wenn x ∈ [0, 1] ist, gilt
∞∑

k=0

xk

2k = 2
2−x = 1 + x

2−x ≤ 1 + x. Somit folgt

e
1
2 x ≤ 1 + x

und wir erhalten
1
2x ≤ log(1 + x) ≤ x.

Falls nun die Folge (an)∞
n=0 gegen Null strebt, gibt es ein N ∈ N mit, so dass 0 ≤ an < 1

für alle n ≥ N . Somit gilt

1
2an ≤ log(1 + an) ≤ an

für alle n ≥ N . Wir summieren diese Ungleichungen und erhalten

1
2

n∑
k=N

ak ≤
n∑

k=N

log(1 + ak) = log
n∏

k=N

(1 + ak) ≤
n∑

k=N

ak.

Wenn n → ∞ strebt, folgt die gewünschte Aussage.

Aufgabe 5. Entscheiden Sie, welche der folgenden Reihen konvergieren.

a)
∞∑

n=0

n

n2 + 1 b)
∞∑

n=1

(−1)n

√
n

c)
∞∑

n=1

(−1)n

n2 d)
∞∑

n=0

1
(n!)2

e)
∞∑

n=1
log(n+1

n ) f)
∞∑

n=2

1
log(n)n

g)
∞∑

n=2

1
n(n+1)(n+2) h)

∞∑
n=1

log
(
1 + 1

n2

)

Lösung.

a) Divergiert: Durch die Indexverschiebung n = m − 1, wollen wir die Reihe∑∞
m=1

m−1
(m−1)2+1 analysieren. Sei am = m−1

(m−1)2+1 . Doch dann ist am = m−1
m2−2m+2 ≥

m−1
m2 = 1

m − 1
m2 =: bm weil m ≥ 1 ist. Die Reihe ∑∞

m=1 bm konvergiert aber
nicht, da ∑∞

m=1
1

m2 konvergiert aber ∑∞
m=1

1
m , die harmonische Reihe, divergiert.

Aus 0 ≤ bm ≤ am folgt aus dem Majorantenkriterium, dass ∑∞
m=1 am nicht

konvergiert.

b) Konvergiert: Wir prüfen das Leibnizkriterium: Sei (an) die Folge definiert durch
an = 1√

n
. Es gilt

• limn→∞
1√
n

= 0

• an ≥ 0
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• an ≥ an+1, da aus
√

n <
√

n + 1 die Ungleichung 1√
n

> 1√
n+1 folgt.

Darum konvergiert die Reihe.

c) Konvergiert: Weil ∑∞
n=1

1
n2 konvergiert, konvergiert die in der Aufgabe gegebene

Reihe sogar absolut.

d) Konvergiert: Für n ≥ 1 haben wir n! ≥ n. Darum ist 1
(n!)2 ≤ 1

n2 . Mit dem
Majorantenkriterium konvergiert die Reihe.

e) Divergiert: Wir nutzen, dass log(st) = log(s) + log(t) für s, t > 0 gilt . Darum
haben wir für N ∈ N eine Teleskopsumme

N∑
n=1

log
(

n + 1
n

)
=

N∑
n=1

(log(n + 1) − log(n)) = log(N + 1) − log 1.

Weil log unbeschränkt wächst, divergiert die Summe für N → ∞.

f) Konvergiert: Wir nutzen das Wurzelkriterium. Sei an = 1
log(n)

n. Dann kon-
vergiert

n

√
|an| = n

√
1

log(n)n
= 1

log(n)

gegen 0 (da log unbeschränkt ist). Darum konvergiert die Reihe.

g) Konvergiert: Nach dem Majorantenkriterium, der Abschätzung 1
n(n+1)(n+2) ≤ 1

n3

und der Konvergenz der Summe
∞∑

n=2

1
n3 .

h) Konvergiert: Wir schätzen ab: 0 ≤ log(1 + 1
n2 ) ≤ 1

n2 durch die Abschätzung von
Aufgabe 4. Da die Reihe∑∞

n=0
1

n2 konvergiert, konvergiert auch die ursprüngliche
Reihe.

Aufgabe 6. (Schwer)

a) Berechnen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe

∞∑
n=1

(
√

n2 + n −
√

n2 + 1)n

n2 xn.

b) Zeigen Sie Konvergenz der Potenzreihe bei den Punkten −R, R ∈ R.

Lösung.
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a) Wir benutzen das Wurzelkriterium. Sei ρ = lim supn→∞
n
√

|an|. Somit gilt

ρ = lim sup
n→∞

√
n2 + n −

√
n2 + 1

n2/n
.

Wir können die Grenzwerte des Nenners und des Zählers separat berechnen
(falls sie konvergieren). Konkret ist

lim
n→∞

1
n2/n

= lim
n→∞

( 1
n1/n

)2
=
(

lim
n→∞

1
n1/n

)2
,

wobei wir die Stetigkeit von x 7→ x2 verwendet haben. Ausserdem gilt

lim
n→∞

1
n1/n

= lim
x→0

xx = 1,

wenn wir x → 0 betrachten. (Die Aussage1 lim
x→0

xx = 1 stimmt für jede Folge
x = (xn) → 0, also auch für xn = 1

n .)

Im Nenner
√

n2 + n −
√

n2 + 1 wollen wir die Differenz von Wurzeln in eine
Addition verwandeln. Dazu benutzen wir den Trick: (a−b) = a2−b2

a+b und erhalten
√

n2 + n −
√

n2 + 1 = n − 1√
n2 + n +

√
n2 + 1

.

Der Term −1√
n2+n+

√
n2+1 verschwindet für n → ∞. Der andere Term kann wie

folgt umgeformt werden:

n√
n2 + n +

√
n2 + 1

= n

n
√

1 + 1
n +

√
1 + 1

n2

= 1√
1 + 1

n +
√

1 + 1
n2

.

Durch Stetigkeit der vorkommenden Funktionen finden wir, dass die Terme 1
n

und 1
n2 verschwinden, erhalten also

lim
n→∞

√
n2 + n −

√
n2 + 1 = lim

n→∞
1√

1 + 1
n +

√
1 + 1

n2

= 1√
1 +

√
1

= 1
2

Daraus erhalten wir

ρ = lim sup
n→∞

√
n2 + n −

√
n2 + 1

n2/n
= lim

n→∞
1

n2/n
· lim
n→∞

√
n2 + n−

√
n2 + 1 = 1·12 = 1

2 .

Der Konvergenzradius ist somit R = 1
ρ = 2.

1Siehe Beispiel 3.64 (iii) im Skript.
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b) Wir überprüfen der Konvergenz der Potenzreihe bei R = 2 und −R = −2.

Wie oben gilt

(
√

n2 + n −
√

n2 + 1)n

n2 = (n − 1)n

n2(
√

n2 + n +
√

n2 + 1)n
.

Mit der Abschätzung
√

n2 + n +
√

n2 + 1 ≥ 2n und (n−1)
n ≤ 1 folgt

(
√

n2 + n −
√

n2 + 1)n

n2 ≤ 1
n2

(
n − 1

2n

)n

≤ 1
2nn2 .

Somit gilt
∞∑

n=1

(
√

n2 + n −
√

n2 + 1)n

n2 2n ≤
∞∑

n=1

1
2nn2 2n =

∞∑
n=1

1
n2 < ∞.

Also ist die Potenzreihe absolut konvergent für R = ±2 ist.

Exercise 7. Wenn {an} eine monoton fallende Folge positiver Terme ist und die
Reihe ∑∞

n=1 an konvergiert, dann gilt

lim
n→∞

nan = 0.

Lösung. Sei (an) eine positive, monoton fallende Folge und es gelte, dass die Reihe∑∞
n=1 an konvergiert. Setze Sn = ∑n

k=1 ak und S = limn→∞ Sn.

Fixiere n und setze m = ⌊n/2⌋. Da (an) monoton fallend ist, gilt

ak ≥ an für k = m + 1, . . . , n.

Somit
n∑

k=m+1
ak ≥ (n − m)an ≥ n

2 an.

Andererseits gilt
n∑

k=m+1
ak = Sn − Sm ≤ S − Sm −−−−→

m→∞
0,

da die Reihe konvergiert. Daher folgt
n

2 an ≤ S − Sm −→ 0,
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und damit
nan −→ 0.

Exercise 8.

a) Sei w = reiθ ̸= 0. Zeigen Sie, dass die n-ten Wurzeln von w (d. h. die Lösungen
z ∈ C der Gleichung zn = w) gegeben sind durch{

n
√

r ei( θ+2πk
n )

∣∣∣ k = 0, 1, . . . , n − 1
}

.

Insbesondere sind für w = 1 die n-ten Wurzeln{
ei2πk/n

∣∣ k = 0, 1, . . . , n − 1
}
,

und werden die n-ten Einheitswurzeln genannt.

b) Zeigen Sie für jede ganze Zahl n ≥ 2, dass

n−1∑
k=0

ei2πk/n = 0.

Veranschaulichen Sie diese Identität mit einer Skizze für n = 2, 3, 5.

Lösung.

a) Schreibe w = reiθ mit r > 0 und θ ∈ R (Polarform). Gesucht sind alle z ∈ C
mit zn = w. Schreibe z = ρeiφ mit ρ ≥ 0, φ ∈ R. Dann

zn = ρneinφ = reiθ.

Vergleich der Beträge und Argumente liefert

ρn = r =⇒ ρ = n
√

r, nφ ≡ θ (mod 2π)

=⇒ φ = θ + 2πk

n
, k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.

Damit ist die Lösungsmenge{
n
√

r e i(θ+2πk)/n : k = 0, 1, . . . , n − 1
}

.

Für w = 1 ist r = 1, θ = 0 und man erhält die n-ten Einheitswurzeln{
e i2πk/n : k = 0, 1, . . . , n − 1

}
.
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b) Setze ω = ei2π/n. Dann sind ωk = ei2πk/n die n-ten Einheitswurzeln. Für n ≥ 2
ist ω ̸= 1, und die endliche geometrische Summe ergibt

n−1∑
k=0

ωk = 1 − ω n

1 − ω
= 1 − 1

1 − ω
= 0.

Damit ist
n−1∑
k=0

ei2πk/n = 0.

Geometrische Veranschaulichung: Die Punkte ei2πk/n liegen als Ecken eines
regulären n-Ecks auf dem Einheitskreis und addieren sich vektoriell aufgrund
der Symmetrie zu 0.

Re

Im

e
2πi 0

5

e
2πi 1

5

e
2πi 2

5

e
2πi 3

5

e
2πi 4

5

0
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